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RESUMEN

Como profesores adscritos al departamento de ciencias basicas y basado en la experiencia docente en
las areas de ingenieria, se describe en esta publicacion, una propuesta practica para profesores y
estudiantes de primer afio de estudios en cualquiera de las ingenierias impartidas por el Tecnoldgico
Nacional de México, cuya intencion es incrementar la competencia del razonamiento aritmético en los
estudiantes. Se propone que los estudiantes, durante la clase tedrica y durante el examen, dejen a un
lado la calculadora en materias de matematicas, sin pretender mantenerlos alejados de las tecnologias;
en las materias de matematicas o ciencias basicas se estudian cinco temas durante un semestre, y en
cada tema se deben realizar una o dos practicas utilizando software de orden matematico, por ejemplo,
GeoGebra. En esta propuesta se muestran cuatro ejemplos de aproximacion de la raiz cuadrada, cada
uno resuelto de cuatro formas diferentes, numeradas L1 y L2, aproximacion lineal, D1, aproximacion
usando diferenciales, y VE, valor exacto de la calculadora, éste ultimo solamente para efectos de
comparar la precision de las aproximaciones. Al final se muestra una justificacion de la pertinencia de

la aproximacion lineal.
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Linear Approximation to the Square Root of an Integer Number for
Students at first Year of Engineering

ABSTRACT

As professors assigned to the department of basic sciences and based on teaching experience in the
areas of engineering, this publication describes a practical proposal for professors and first-year students
of studies in any of the engineering courses taught by the Tecnologico Nacional de México whose
intention is to increase students' arithmetic reasoning competence. It is proposed that students, during
the theoretical class and during the exam, put aside the calculator in mathematics subjects, without
trying to keep them away from technologies; In mathematics or basic science subjects, five topics are
studied during a semester, and in each topic one or two practices must be carried out using mathematical
software, for example, GeoGebra. This proposal shows four examples of approximation of the square
root, each one solved in four different ways, numbered L1 and L2, linear approximation, DI,
approximation using differentials, and VE, exact value of the calculator, the latter only for purposes to
compare the precision of the approximations. At the end a justification of the relevance of the linear

approximation is shown.
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INTRODUCCION

El proceso ensefianza aprendizaje en el ambito de las ingenierias debe ser robusto y basto en el area de
las matematicas. Esto implica el uso de métodos didacticos que lleven de la mano al estudiante para el
alcance de las competencias y logre deducir el uso que se le dara a esta area del conocimiento en su
vida profesional en un futuro no muy lejano al tiempo en que las esta cursando.

Artigue (2011) menciona que el uso de herramientas como las calculadoras, los programas
computacionales de geometria dindmica, las hojas de calculo plantean siempre problemas a nuestros
sistemas educativos, aun cuando la evolucion tecnoldgica ofrece perspectivas radicalmente nuevas, en
particular nuevas formas de interacciones sociales y didacticas, ademds de la cosificacion de objetos
matematicos en formas directamente manipulables, de la visualizacion y simulacion de fendmenos.
De ahi que el area de las matematicas en la actualidad no solo se queda en los libros o fundamentos
teodricos aprendidos, sino en el uso de herramientas tecnologicas, casos practicos, aprendizaje basado
en proyectos o problemas y la experiencia del docente para expresar sus conocimientos en el salon de
clase, demostrando que la teoria y la practica se pueden relacionar perfectamente al complementarse
con técnicas didacticas comprobables Swain, C., & Pearson, T. (2002).

En este caso se desarrollaran problemas utilizados en examenes utilizando un método o técnica de
aproximacion que permite demostrar su aplicacion real y precisa. Sin desmerecer ni por supuesto,
eliminar el uso tecnologico de la calculadora en otros sentidos.

Para detectar algunas areas de oportunidad en estudiantes de ingenieria, disefiamos un examen para que
fuera contestado sin necesidad de usar calculadora, de tal manera que todas las operaciones las pudieran
realizar con lapiz y papel. Derivado de que, en respuestas de los examenes de estudiantes de ingenieria
en semestres anteriores, en materias como calculo integral y calculo vectorial, nos encontramos casos

como

a)V1,  b)W9, ¢)1%/2 d)%

Los cuales no tenian la respuesta final simplificada como deberia ser: 1, 3, 1 y 4. Nos dimos cuenta de

que los alumnos necesitan un mayor acercamiento aritmético al concepto de fracciones, de la raiz

cuadrada y, podriamos agregar, de las funciones seno y coseno.




Con frecuencia se hace mencion, desde la primaria hasta bachillerato, de que “la matematica es
considerada la base de procesos complejos de conocimiento, donde es necesario el pensamiento critico,
reflexivo y analitico” (Vergel, et al, (2015) p. 18, citado en Gomez (2021)) Adicionalmente, estamos
explorando la posibilidad, ventajas y conveniencia de no usar la calculadora durante las clases ni en los
exdmenes en las materias de Calculo. En el transito del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico y de ahi al pensamiento de calculo infinitesimal, consideramos importante el reforzamiento
de la primera etapa. “;Por qué es esto importante? Si los estudiantes no aprenden la aritmética basica,
sera muy dificil, o tal vez imposible, que aprendan los conceptos abstractos de nivel superior en
matematicas”. Sheets (2007, pag. 5).

Revisando publicaciones relacionadas encontramos, por ejemplo, Carneiro (1999), Trejos y Mufioz
(2002). Sin embargo, el método de aproximacion para la raiz cuadrada que utilizan requiere el uso
intensivo de la calculadora, contrario a nuestro objetivo.

Consideramos que hacer a un lado la calculadora durante las clases de Calculo sera de gran ayuda para
desarrollar las competencias genéricas de capacidad de abstraccion, andlisis y sintesis de acuerdo con
el temario de las asignaturas calculo diferencial, integral, vectorial y algebra lineal (TecNM, 2016, pag.
6): “Competencias genéricas de las asignaturas de matematicas en Ingenieria: Capacidad de abstraccion,
analisis y sintesis. Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas. Capacidad de aprender y
actualizarse permanentemente. Capacidad de trabajo en equipo”.

“Para Vygotsky la funcion de la educacion debe ser la creacion de Zonas de Desarrollo Préoximo (ZDP)”,
Rodriguez Arocho, (2001, pag. 264). Nosotros agregariamos, ademas de la creacion de ZDP, el
mantenimiento y el fortalecimiento de las ZDP. Por ejemplo, el algebra la situamos en la ZDP de la
aritmética, por eso insistimos en practicar manualmente los procesos aritméticos; el calculo lo situamos
en la ZDP del algebra. “La ZDP es un proceso construido conjuntamente entre profesor y alumno a
través del didlogo y la mediacion. La metafora utilizada por Bruner para designar este proceso ha sido
andamiaje”, Padilla Partida (2006, pag. 12).

Seleccionamos un método que fuera simple, como el de aproximacion lineal, llamado polinomio de

interpolacion de Lagrange de grado uno, Burden (1985, pag. 99). Una aproximacion lineal es una




aproximacion de cualquier funcion derivable a otra funcion que se supone mas sencilla que la anterior
(Edwin Herman & Gilbert Strang, 2024).

METODOLOGIA

Experimentacion o desarrollo teérico

Aproximacion lineal de la raiz cuadrada

Ejemplo 1. El algoritmo se puede encontrar en Wikipedia (2016) y en Black, (2019), donde se explican
los 7 pasos para calcular la raiz precisa de cualquier nimero, cada paso esta explicado en 4 o 6 renglones
(3 cuartillas aproximadamente), es un poco extenso, por eso proponemos un método aproximado mas
simple. A continuacion, se expone un ejemplo.

a) Algoritmo para calcular la raiz cuadrada.

1,84 13.5
84 23
Se separa de 2 en 2,de derecha a izquierda 69
1500 265
1325
175

b) Aproximacion lineal (L1), también llamado “aproximaciones sucesivas” en SEP (2022): se busca un
nimero entero menor y uno mayor al nimero del cual se desea aproximar la raiz cuadrada, de
preferencia los nimeros enteros mas cercanos.

Por ejemplo, aproximar la raiz de v184.

a= 132 =169, b =14%2 =196, c=184
184 esta entre 169 y 196.
Restamos: b—a =196 —-169 =27, c—a =184 —169 = 15.

Dividimos: = =2 _ 0.5555
1v1 lmOS.b_a—27— . .

Esta fraccién se suma al predecesor.
c—a
La aproximacién de la raizv184 es: a + b=a" 13.5555.

¢) Aproximacion lineal (L2) el procedimiento es el mismo que en L1, pero ahora usamos niumeros que

no son los mas cercanos, por ejemplo,




a=12%2 =144, b = 15%2 = 225
c = 184 esta entre 144 y 225.
Restamos: b —a = 225 — 144 =81, c—a = 184 — 144 = 40.

c—a 40

Dividi : =—=04 .
ividimos b2 8l 0.4938
Vvb—-+vVa=15-12 = 3.

c—a

—— (Vb — ) = (0.4938)(3) = 1.4814

La aproximacion de la raiz V184 es:
c—a
Va+— (Vb —+a) = 12 + 1.47 = 13.4814.
d) Usando diferenciales (D1). (Leithold, 1982, p. 346), el método también se explica en (Purcell 2001,

p. 152) y (Granville, 1998, pag. 166). f(x) =+x, f'(x) = %
a=13% =169,
Restamos Ax=c—a =184 — 169 = 15,

1
2v/169

d) En la calculadora, valor exacto (VE): V184 = 13.56466

15
(15) = 13 + —— = 13.5769

V184 =~ 169
+ 2(13)

Ejemplo 2. Aproximar la raiz: v20.
a) Aproximacion lineal (L1). a = 42 =16, b =52 =25
¢ = 20 estaentre 16y 25.

Restamos:b—a= 25—-16=9, c—a=20—-16 = 4.

Dividimos: -~ 2 = ¥ = 0.4444
1v1 lmOS.b_a—g— . .

c—a
Sumando: a + P =4+ 0.4444.

La aproximacion de la raizv20 es 4.4444.
b) Aproximacion lineal (L2), usando otros nimeros: a=32=9, b =6%=36

¢ = 20 estd entre 9 y 36.

Restamos:b—a=36—-9=27, c—a=20—-9=11.




c—a 11
Dividimos: =_-=0.4074. Vb—+va=6-3=3,
b—a 27

c—a

— (Vb —+a) = (0.4074)(3) = 1.2222

La aproximacion de la raizv 20 es:

c—a
Va+i— a(x/B— Va) = 3 +1.2222 = 4.2222.
¢) Usando diferenciales (D1). f(x) = Vx, f'(x) = i
a = 4% =16,
Rest A 2016 =4 \/ﬁxll_6+1(4)4+4 4.5
estamos Ax =c—a=20—-16 =4, ~ —4) = ——=4.
2V16 2(4)
d) Valor exacto (VE) en la calculadora: /20 = 4.472135
Figura 1. Gréfica de la funcion raiz cuadrada con la recta secante A-B.
B
B
A r
4
h
—
f
20 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22 24 26

GeoGebra.org. Elaboracion propia.

Justificacion

Trataremos de esbozar una justificacion de por qué es buena la aproximacion lineal de la raiz cuadrada
de 20, v20. Haciendo referencia a la figura 1, graficamos la funcion raiz cuadrada f(x) = Vx,
construimos los puntos A(16,4) y B(25,5) y larecta g(x) que pasa por ambos, que son datos del ejemplo
2. La ecuacion de la recta la obtenemos con

y—y.1 5-4
X, —X; 25-—16

1
m= =§. y—y1 =m(x—xq),

1 1 20
y—4=§(x—16), y==Xx+—

9 9




El error de aproximar la funcién raiz cuadrada f(x) = v/x, con la recta g(x) = %x + 2—90 es

1 20
E(x) = f(x) — g(x) = VX — [§x +5
Calculamos la derivada para calcular el error maximo.
E'(x) ! igual E'x)=0
X) =——=—-—, igualamos a cero, X) =
2% 9 ®

Enseguida resolvemos la ecuacion resultante.

1 1 1 1
2x 9 7 2yx 9

81
9 = 24/x, x=T=20.25

, . 81
Evaluamos el error maximo en x = -

E(81)— 81 [1(81>+20 ~9 9 20 1 ~ 0.027

4) |4 \4/) 9]l 2 4 9 367 7

Ejemplo 3. Aproximar la raiz: v521.

a) Aproximacion lineal (L1), 20% =16, 212 = 441, 22?% = 484, 23% =529, 252 = 625,
c=521estaentre a=484yb =529.

Restamos, b—a=529—-484 =45 c—a=521—-484 = 37.

c-a_37 _ 8222
b—a 45 '

Dividimos:
Sumando va = 22 mas la fraccién.
La aproximacion de la raizv521 es:
Va+ E = 22.822.

b) Aproximacion lineal (L2), usando otros numeros: a = 212 = 441, b = 252 = 625
¢ = 521 esta entre 625 y 441.

Restamos, b—a=625—-441 =184, c—a=521— 441 = 80.
80
Dividimos = = 0.4347. Vb —+va=25-21=4,

(0.4347)(4) = 1.7348

sumando,va = 21 mas la fraccién:




La aproximacion de la raizv521 es: 21 + 1.7348 = 22.7348.
¢) Usando diferenciales (D1). f(x) =+vx, f'(x) = ﬁ
222 = 484,

Restamos Ax = 521 — 484 = 37,

1
2v484

d) Valor exacto (VE). En la calculadora: V521 = 22.825424

37
(37) =22 + 3G7) = 228409

V521 = V484 +
Ejemplo 4. Aproximar la raiz v1452.

a) Aproximacion lineal (L1), 38% = 1444, 392 = 1521,
c= 1452 estdentre a = 1444 yb = 1521.

Restamos, b—a=1521—-1444 =77, c—a=1452— 1444 =8.
. 8 , .
D1V1d1mosﬁ = 0.1038. Sumando va = 38 mas la fraccidn.

La aproximacion de la raiz V1452 es:
c—a

Va+-——=38.1038.
b—a

b) Aproximacion lineal (L2), usando otros nimeros: a = 372 = 1369, b = 40% = 1600.
¢ = 1452 esta entre 1369 y 1600.
Restamos, b—a=1600—-1369 = 231, c—a = 1452 — 1369 = 83.

Dividi C_3—83—03593 40—-37=3
ividimos: i—— = —== = 0. . =3,

c—a
b—a

(Vb —+a) = (0.3593)(3) = 1.0779

sumando,va = 37 mas la fraccién:

La aproximacion de la raizv1452 es:

cC—a
— (Vb —+a) =37 + 1.0779 = 38.0779.

Va+

¢) Aproximar la raiz V1452 usando diferenciales (D1). f(x) = vx, f'(x) = ﬁ

382 = 1444,

Restamos Ax = 1452 — 1444 = 8,




1

4
8 + ——=38.1052.

V1452 = V1444 + 8)=3
2V1444 ® (38)

d) Valor exacto (VE). En la calculadora: v1452 = 38.10511.

RESULTADOS

Tabla 1. Resumen de aproximaciones y valor absoluto de los errores.

WExacto |L1 Error L2 Error D1 Error

V184 13.5646| 13.5555 0.0091| 13.4814 0.0832| 13.5769 0.0123
V20 4472135 4.4444| 0.027735( 4.2222| 0.249935 4.5| 0.027865
V521 22.82542| 22.8222| 0.00322| 22.7348| 0.09062| 22.8409| 0.01548
v 1452 38.10511| 38.1038| 0.00131| 38.0779| 0.02721( 38.1052| 0.00009
v 4850 69.6419| 69.6403| 0.00162( 69.6258 0.0161| 69.6449 0.003
I

CONCLUSIONES

De la tabla 1 podemos observar que la aproximacion lineal es una “buena” aproximacion, desde el
momento que seleccionamos dos niimeros enteros cercanos al niimero del cual deseamos aproximar la
raiz cuadrada. Otra cosa que podemos observar es que la aproximacion mediante diferenciales solo es
buena cuando el incremento de x es pequefio, es decir, cuando el nimero del cual queremos aproximar
la raiz cuadrada esta cercano a uno que tiene raiz cuadrada exacta, mientras que para la aproximacion
lineal no es necesaria esta condicion.
Ademas, se puede concluir que el uso de las técnicas didacticas empleadas por el profesor siempre debe
aportar al aprendizaje del estudiante, ademas deben ayudar a comprender los objetos matematicos que
se utilizan. Aun cuando haya al mismo tiempo la resistencia en las propuestas por algunos profesores,
acerca de los debates recurrentes sobre la utilizacion de calculadoras las ciencias basicas y aprovechar
toda esa experiencia en nuevas propuestas, se podria sefialar que hay una brecha muy estrecha entre la
ensefnanza tradicional de las técnicas y una nueva vision de la integracion de las matematicas.
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