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RESUMEN

El presente trabajo se centra en la implementacion de una estrategia para obtener las funciones de
transferencia en el dominio del tiempo discreto de sistemas de primer orden y sistemas de segundo orden
en tiempo continuo. La metodologia empleada se basa en la simulacion de la respuesta al impulso de
estos sistemas continuos y muestreando su respuesta con diferentes valores del tiempo de muestreo para
obtener diferentes funciones de transferencia pulso de los mismos sistemas, lo cual permite comprender
cémo la discretizacion afecta la respuesta del sistema y cdmo se puede utilizar la respuesta al impulso
para derivar las funciones de transferencia pulso, que son esenciales para el disefio y analisis de sistemas
de control digital y filtros. Ademas, estas funciones de transferencia pulso permiten realizar un analisis
de las caracteristicas de los sistemas discretos, como la estabilidad, el amortiguamiento y el tiempo de
respuesta.

Para llevar a cabo este analisis, se utiliza Python como herramienta de simulacion, generando las
respuestas temporales de los sistemas discretos ante distintas entradas, tales como las sefiales escalon y
rampa. Estas respuestas permiten observar cémo evoluciona la salida del sistema en funcién del tiempo,
lo que proporciona informacion clave sobre las caracteristicas dinamicas de los sistemas de primer y
segundo orden en su forma discreta.

Ademas, el trabajo presenta una comparacion entre las respuestas obtenidas para los sistemas discretos
y las de sus versiones continuas correspondientes. Las respuestas de ambos sistemas, digitales y
continuos, se simulan también en Python y se contrastan, lo que permite evaluar las diferencias y

similitudes en el comportamiento de ambos tipos de sistemas bajo las mismas condiciones de entrada.

Palabras clave: funcion de transferencia pulso, sistema en tiempo discreto, respuesta al impulso, entrada

escalon y rampa
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Impulse response for obtaining the transfer function of a pulse in a first-
order and second-order digital system

ABSTRACT

This work focuses on the implementation of a strategy to obtain the transfer functions in the discrete-
time domain for first-order systems and second-order continuous-time systems. The methodology used
is based on simulating the impulse response of these continuous systems and sampling their response
with different sampling times to obtain different pulse transfer functions of the same systems. This
approach allows for understanding how discretization affects the system's response and how the impulse
response can be used to derive pulse transfer functions, which are essential for the design and analysis
of digital control systems and filters. Furthermore, these pulse transfer functions enable the analysis of
the characteristics of discrete systems, such as stability, damping, and response time.

To carry out this analysis, Python is used as a simulation tool, generating the time-domain responses of
the discrete systems to different inputs, such as step and ramp signals. These responses allow for
observing how the system's output evolves over time, providing key information about the dynamic
characteristics of first- and second-order systems in their discrete form.

Additionally, the work presents a comparison between the responses obtained for the discrete systems
and those of their corresponding continuous versions. The responses of both digital and continuous
systems are also simulated in Python and contrasted, allowing for the evaluation of the differences and

similarities in the behavior of both types of systems under the same input conditions..
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INTRODUCCION

El anélisis de respuesta temporal tiene un papel clave en los sistemas de control para estudiar el
desempefio de un sistema (Analysis of Transient Response of First & Second Order System Using
EXPEYES, n.d.). Por este motivo es que el andlisis de la respuesta transitoria y permanente de los
sistemas de primer y segundo orden es un tema fundamental en la asignatura de control digital o sistemas
de control en tiempo discreto. Estos sistemas son ampliamente utilizados en diversas aplicaciones, desde
la automatizacion industrial hasta el procesamiento de sefiales. Comprender como responden estos
sistemas a diferentes entradas es crucial para el disefio eficiente de controladores y filtros digitales. Uno
de los aspectos mds relevantes en este campo es el disefio de controladores o compensadores digitales.
Aunque estos controladores son implementados en hardware digital, su disefio a menudo se realiza en
el dominio del tiempo continuo. Posteriormente, se aplican técnicas de discretizacion para adaptarlos al
entorno digital (Rabbath & Léchevin, 2014). Este enfoque permite aprovechar las herramientas
analiticas desarrolladas para sistemas continuos, asegurando que las caracteristicas del controlador se
mantengan al ser llevadas al dominio discreto. El disefio de filtros digitales también es un componente
critico dentro de esta disciplina. La discretizacion del filtro analogico previamente disefiado es esencial
para garantizar que el filtro mantenga su efectividad en el dominio discreto (Pérez et al., 2018).
Asimismo, es comun realizar el disefio de controladores en el dominio de tiempo discreto. Por lo tanto,
es necesario realizar la transformacion de un sistema en tiempo continuo a sistema en tiempo discreto
(Adam et al., 2003). Para lograr esto, se utilizan diversas técnicas conocidas como transformaciones s a
z (Franklin et al., 1998). Estas técnicas incluyen la respuesta al impulso, la respuesta al escalon (Chen
& Francis, 1995), diferencias hacia atras o hacia adelante, y la transformada bilineal o Tustin (Vadhavkar
et al., 2007). También, se tiene el método basado en la teoria del control H* de datos muestreados
(Nagahara & Yamamoto, 2013). En este método se formula el problema de discretizacion como la
minimizacién de la norma H” del sistema de error entre un filtro analdgico objetivo con retardo y un
sistema digital que incluye un muestreador ideal, un retentor de orden cero y un filtro digital. El
problema se reduce a la optimizacion heo en tiempo discreto mediante el método de aproximacion rapida

de muestreo/retencion. Por otra parte, se tiene la técnica de identificacion paramétrica por minimos

cuadrados para obtener la funcion de transferencia discreta (Diaz, 2002).Cada una de estas metodologias




busca obtener un equivalente en tiempo discreto que represente adecuadamente la funcion de
transferencia del sistema en tiempo continuo. Sin embargo, a medida que aumenta el orden de los
sistemas, la complejidad para realizar estas transformaciones manualmente se incrementa. Esto se debe
a que las transformaciones s a z de orden superior requieren un conocimiento profundo sobre los
comportamientos dinamicos del sistema y las interacciones entre sus componentes. Muchos estudios
que abordan el método de la respuesta al impulso mencionan su utilidad para obtener la funcion de
transferencia de un sistema; sin embargo, frecuentemente omiten detallar los pasos necesarios para su
implementacion. La implementacion practica de estas teorias se realiza comunmente utilizando
herramientas computacionales como Python (Control.Matlab.C2d — Python Control Systems Library
0.10.1 Documentation, n.d.) o MATLAB (C2d, n.d.). Por ejemplo, MATLAB y Python Control Systems
Library ofrecen el comando c2d para convertir funciones de transferencia continuas a discretas
especificando un tiempo de muestreo Ts adecuado. Esta capacidad permite validar teorias y observar
como las caracteristicas dindmicas cambian con diferentes configuraciones y tiempos de muestreo. En
este trabajo se presenta una metodologia que utiliza Python para simular la respuesta al impulso y
obtener funciones de transferencia pulso para sistemas de primer y segundo orden. Se generan respuestas
temporales ante distintas entradas (escalon y rampa), lo que proporciona informacion clave sobre las
caracteristicas dinamicas del sistema en su forma discreta. Ademas, se realiza una comparacion entre las
respuestas obtenidas para los sistemas discretos y sus versiones continuas correspondientes. Este analisis
no solo contribuye a una mejor comprension tedrica del comportamiento de los sistemas discretos, sino
que también proporciona herramientas practicas para el disefo y andlisis eficiente en aplicaciones reales.
Muestreo de sefiales analogicas

En el contexto de un sistema fisico, una senal contiene la informacion que describe el comportamiento
o la naturaleza de un fendmeno. Por otro lado, en el contexto matematico, una sefial se define como una
funcién de una o mas variables. Tipicamente se tienen dos tipos de sefiales: sefales de tiempo continuo
o0 analogicas e(t), las cuales son definidas para todo instante de tiempo y las sefiales de tiempo discreto

e(nTs;), las cuales son definidas solo en los instantes de tiempo t=nTs, siendo n un numero entero y Ts el

periodo de muestreo. Una sefial en tiempo discreto puede representarse especificando una regla para
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calcular el n-esimo valor de la secuencia {x,} = {1,5,2,...,(5) ,} o enumerando de manera

explicita los valores de la secuencia {x,} = { .. ,0,0,1,3, 2,1,0,1,0,2,0,0,... } En la representacion de

una sefial discreta mediante una secuencia, se usa una flecha o un distintivo para denotar el termino n=0.
Si no se indica la flecha o el distintivo entonces el primer elemento es el termino n=0 y todos los valores
de la secuencia son 0 para n<0 (Hsu et al., 2013).

Las sefiales en tiempo discreto son obtenidas mediante el proceso de muestreo de una sefial continua en
el tiempo, a intervalos de tiempo Ts. Esta sefial discreta, vista como una secuencia x[n], puede describirse

como (Esparza Arellano Maria Elena & Avalos Brisefio J. Benito, 2003):
X[nT,]= Y x[KT,]6[nT, —KT,] )

K=o
En la ecuacion (1), x[kT] describe la sefial analogica evaluada en los instantes de tiempo k75 y la
funcion delta de Dirac §[nT; — kTg] representa la funcion impulso desplazada k7 instantes de tiempo.
Una caracteristica a tomar en cuenta en el proceso de muestreo es que se presenta una pérdida de
informacion en la sefal x(t) (Pastor et al., 2004). Para evitar esto, el teorema del muestreo establece que
una sefial x(t) con un espectro limitado a la frecuencia f3 (|f|< fz) puede ser muestreada sin pérdida de
informacion si la frecuencia de muestreo fs=1/T; supera la cantidad 2fg, es decir fs > 2fg (Alexander
Cortés Osorio et al., n.d.). Si no se muestrea como minimo a esa frecuencia tiene lugar el fenomeno
denominado “aliasing”. Sin embargo, en la practica o se elige como 6® o 10w, o se escoge un periodo
maximo de muestreo que sea entre dos y tres veces el tiempo de subida (Pastor et al., 2004).

Continuando con el proceso de muestreo, la aplicacion de la transformada de Laplace a la ecuacion (1)

, nos conduce a la expresion siguiente:

K [s]= 3 x[kT]e™™ o
k=—c0

Donde x’(s) es la transformada de Laplace de la sefial muestreada x/n7]. Ademas, el reordenamiento de

la ecuacion (2), proporciona la expresion siguiente:

X [s]= 2 x[kT](e®)" 3




En la ecuacion (3), si se realiza el cambio de variable dado por z= eTs, se tiene la definicion de la

transformada Z bilateral, como se muestra en la expresion siguiente:

X [2]= 2 X[kT]z™* @

Si las muestras para k<0 son cero, entonces se tiene la transformada Z unilateral de una funcion discreta,
descrita mediante la expresion:

X[z]= ix[kT] 2% =x[0]2° + X[z + X[ 222 +... (5)

k=0

La transformada Z de una secuencia discreta x[n] es convergente solo para un conjunto de valores del
plano complejo z denominado region de convergencia ROC. La condicion de ROC esta dada por la
ecuacion:

ir":li<—>|r|<l (6)

k=0 —r

Retenedor de orden cero

El retenedor mas elemental y utilizado que convierte la sefial muestreada en una sefial que es constante
entre dos instantes de muestreo consecutivos es el retenedor de orden cero. La exactitud del retenedor
de orden cero en la reconstruccion de la sefial depende de la magnitud del periodo de muestreo Ts. La
salida del retenedor de orden cero se ve como una serie de pasos escalonados, donde cada escalon tiene
una duracion igual al periodo de muestreo. La funcion de transferencia del retenedor de orden cero en

el dominio de Laplace es

H(s)= (7)

donde T es el periodo de muestreo.




Funcion de transferencia pulso
La funciéon de transferencia pulso es la relacion de la transformada Z de la salida del sistema y la

transformada Z de la entrada del sistema como se representa en la siguiente expresion:

R(z) ®

Debe tenerse en cuenta que como la transformada Z depende del periodo de muestreo, entonces un
mismo sistema en tiempo continuo puede tener diferentes representaciones de su correspondiente
funcién de transferencia pulso debido a la eleccion del periodo de muestreo. Como se describid
previamente, existen varios métodos para obtener la funcion de transferencia pulso de un sistema en
tiempo continuo, uno de los métodos es mediante la respuesta al impulso. Debido a que la funcion de

transferencia de un sistema esta dada por la ecuacion:
R(s) )

Entonces, de la ecuacion (9), se tiene que la salida del sistema queda establecida por la ecuacion:

C(5)=6(5)-R(9) o

En este método se tiene que como la transformada de Laplace de la funcion impulso es la unidad,
entonces la funcidon de transferencia del sistema queda determinada por la salida del sistema, como se
establece en la expresion:

C(s)=G(s) (11)

La funcién de transferencia de la ecuacion (11) se le debe aplicar la transformada inversa de Laplace

para obtener la expresion en el dominio temporal, como se muestra en la ecuacion (12), y poder obtener

la funcion de transferencia pulso.




C(t)=G(t) (12)

Finalmente, si se aplica la transformada Z a la ecuacion (11) se podria obtener la funcion de transferencia
pulso del sistema, mediante la siguiente expresion:

G[z] =ic[kT]z‘k — c[0]2° + [tz +¢[2]2¢? +. .
k=0 o)

Hay que tener en cuenta que la ecuacion (13) debe ser dividida por la suma de los coeficientes de la
respuesta al impulso ¢[kT] para que G[z] corresponda con la respuesta al impulso unitario y la funcion
de transferencia analdgica debe estar en su forma estandar para un sistema de primer orden y segundo

orden como se ilustra en las ecuaciones siguientes:

G(S):KTS+1 (14)

G(s)=K n
() s°+28m 5+, (15)

METODOLOGIA

Obtencion de la funcion de transferencia pulso de un sistema de primer orden mediante la
respuesta al impulso

El primer paso para obtener la funcion de transferencia pulso de la funcion de transferencia de un sistema
en tiempo continuo es obtener la respuesta al impulso de dicho sistema. Esta respuesta al impulso del
sistema de primer orden es obtenida mediante el codigo en Python mostrado en la figura 1. La funcion

de transferencia del sistema de primer orden es expresada por la ecuacion:

0.1s+1 (16)




La grafica de la respuesta al impulso del sistema de primer orden, representado por la ecuacion (16), es
mostrada en la figura 2. En ella puede observarse que la curva de respuesta alcanza su valor en estado
estacionario a los 0.6 segundos aproximadamente.

Figura 1. Codi primer orden

go en Python para obtener la respuesta al impulso de un sistema de

rt numpy a

t control

contreol.matlab i

matplotlib i
sympy a

sp.Symbol(

sp.Symbol (

[1]
[6.1, 1]
sysGp = TransferFunction(num, den)

print(sysGp)

= np.arange(8,

impulse(sysGp,t)
plt.plot(yy, c_nT)
plt.grid()
plt.show()

Figura 2. Respuesta al impulso de un sistema de primer orden
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Ademas, de acuerdo a (Pastor et al., 2004), se tiene que el tiempo de muestreo puede ser tres veces mas

pequefio que el tiempo de subida, por consiguiente, se simula la respuesta al escalon del sistema de la

ecuacion (16), como se ilustra en el codigo de la figura 3, para obtener el tiempo de subida.




Figura 3. Codi

# Respuesta al escalon
plt.figure( 'Respuesta al escalon del sistema en tiempo continuo')
c,yy=step(sysGp/©.68,t)

0 en Python para obtener la respuesta al escalon de un sistema de primer orden

plt.plot(yy, c)
plt.grid()
plt.show()

Conforme a la respuesta al escalon de la figura 4, se puede determinar que el tiempo de subida es de 6
segundos, por lo que el tiempo de muestreo podria ser de 2 segundos.

Figura 4. Respuesta al escalon de un sistema de primer orden
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No obstante, se eligido un periodo de muestreo de 0.02 segundos para realizar la simulacion de la
respuesta al impulso del sistema de la ecuacion (19), la cual arrojo la secuencia ¢[nT] = [10, 8.18731,
6.7032, 5.48812, 4.49329, 3.67879, 3.01194, 2.46597, 2.01897, 1.65299, 1.35335, 1.10803, 0.90718,
0.742736, 0.608101, 0.497871, 0.407622, 0.333733, 0.273237, 0.223708, 0.183156, 0.149956,
0.122773, 0.100518, 0.0822975, 0.0673795, 0.0551656, 0.0451658, 0.0369786, 0.0302755]. Esta
secuencia posteriormente es dividida por la suma de todos los valores del vector c[nT] para que la
funcién de transferencia pulso corresponda con la respuesta al impulso unitario de un sistema discreto.
Por tanto, la funcién de transferencia pulso queda determinada por la transformada Z, indicada por la
ecuacion (5), de la secuencia ¢[nT] multiplicada por el factor previamente mencionado, como se describe

en la ecuacion siguiente:

1

G(2) ])S{c[nT]} (17)

~sum(c[nT




Obtencion de la funcion de transferencia pulso de un sistema de segundo orden mediante la
respuesta al impulso
Para obtener la funcién de transferencia pulso del sistema en tiempo contintio descrito por la ecuacion:

1
G =
(S) s*+0.4s5+0.68 (18)

es necesario reescribir la funcion de transferencia de segundo orden en su forma estandar, como se
muestra a continuacion

0.68
G =
(s) s?+0.45+0.68

(19)

Posteriormente, se simula la respuesta al impulso en Python, mediante el cédigo mostrado en la figura

5, del sistema de segundo orden dado por la ecuacion (19).

control
control.matlab im t
matplotlib 1 pyplot as plt

sympy as sp
sp.Symbol( ‘'z ")
sp.Symbol( ‘Gz ")

le ia de la planta

num = [0.68]

den = [1, 0.4, 0.68]

sysGp = TransferFunction(num, den) # Func. Tranf. d
print(sysGp)

np.arange(0,ts,Ts
len(t)

F Re al impul
c_nT,yy = impulse(sysGp,t)
plt.plot(yy, c_nT)
plt.grid()

plt.show()

El resultado de la simulacion es mostrado en la grafica de la figura 6, en la que se puede observar que

la salida alcanza su valor en estado estacionario en aproximadamente 30 segundos. Pero, de acuerdo a




(Pastor et al., 2004), el tiempo de muestreo puede ser tres veces mas pequeiio que el tiempo de subida,
por lo tanto, también se simula la respuesta al escalon del sistema de la ecuacion (19), como se ilustra
en el codigo de la figura 7, para obtener el tiempo de subida. De acuerdo a la respuesta escalon de la
figura 8, el tiempo de subida es de 2.28 segundos, por lo que el tiempo de muestreo podria ser de 0.76
segundos.

Figura 6. Respuesta al impulso del sistema de segundo orden

Figura 7. Codigo en Python para simular la respuesta al escalon de un sistema de segundo orden

# Respuesta al escalon
plt.figure( 'Respuesta al escalon del sistema en tiempo continuo')

c,yy=step(sysGp/0.68,t)

plt.plot(yy, c)
plt.grid()
plt.show()

Figura 8. Respuesta al escalon del sistema de segundo orden.

2.0 A

1.5 A

1.0 4

0.5 A

0.0

Tomando un tiempo de muestreo de 0.8 segundos en la simulacion de la respuesta al impulso del sistema

de la ecuacion (19), se tiene que la secuencia ¢[nT] = [ 0, 0.432562, 0.591313, 0.494221, 0.24622, -




0.0222948, -0.20927, -0.269883, -0.216969, -0.100622, 0.0200012, 0.100408, 0.122735, 0.094867,
0.0405597, -0.0134424, -0.0478281, -0.05562, -0.0413023, -0.0160719, 0.00802132, 0.0226357,
0.0251184, 0.0179, 0.00622963, -0.00448216, -0.0106508, -0.0113049, -0.00771977, -0.0023439,
0.00240159, 0.00498499, 0.00507059, 0.00331165, 0.000845033, -0.00124959, -0.00232181, -
0.00226653 ]. Esta secuencia posteriormente es dividida por la suma de todos los valores del vector
¢[nT], para que la funcion de transferencia pulso corresponda con la respuesta al impulso unitario del
sistema discreto. Posteriormente, debe multiplicarse por el factor 1/0.68, debido a que la funcion de
transferencia original, representada por la ecuacion (18), fue transformada a la funcion de transferencia
en su forma estandar, representada por la ecuacion (19). Por tanto, la funcion de transferencia pulso
queda determinada por la transformada Z, indicada por la ecuacion (5), de la secuencia ¢[nT]

multiplicada por los factores previamente mencionados, como se describe en la ecuacion siguiente:

o0)-{aks] sy P

RESULTADOS Y DISCUSION

Respuesta escalon y rampa de la funcion de transferencia pulso obtenida del sistema de primer y
segundo orden

Para contrastar la respuesta del sistema en tiempo continuo con el sistema en tiempo discreto obtenido
se presenta la respuesta al escalon y a la rampa. En este sentido, en la figura 9 se muestra el codigo
Python para obtener la respuesta al escalon del sistema discreto de primer orden obtenido mediante la
respuesta al impulso. Adicionalmente, en la figura 10 se puede visualizar la respuesta del sistema
discreto de primer orden ante la entrada escalon. Con este resultado es posible comprobar que, con

respecto a la entrada escalon, las respuestas de los sistemas de primer orden en tiempo continuo, figura

4,y de primer orden en tiempo discreto, figura 10, son muy parecidas.




iLg
‘np.ones (1)
igure( 'Entrada escalon')

plt.figure( 'Entrada impulso')
plt.plot(t,R,'*")
plt.grid()
plt.show()

# Respuesta de la funcion de transf cia pulso
s=sum(c_nT)
Ct = np.ones(1)

for n in range(l):
aux=e
for k in range(l):
ind = n-(k)
if ind<e:

R[ind]
aux = r*c_nT[k]/s/©.68+aux

Ct[n] = aux

figure( 'Respuesta del sistema en tiempo discreto')
.stem(t, Ct)

.grid()

.show()

Figura 10. Respuesta al escalon del sistema de primer orden.
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plt.figure( 'Entrada escalon')

plt.figure( 'Entrada impulso')
plt.plot(t,R, '*")
plt.grid()
plt.show()

de la funcion de trans

um(é.nT)

np.ones(1)
r n in range(l):
aux=e
for k in range(1l):
ind = n-(k)
if ind<@:

R[ind]
aux = r*c_nT[k]/s/8.68+aux

Ct[n] = aux

figure( 'Respuesta del sistema en tiempo discreto')
.stem(t, Ct)

-grid()

.show()

Figura 12. Respuesta al escalon del sistema discreto de segundo orden.




Figura 13. Respuesta a la rampa del sistema discreto de segundo orden.
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CONCLUSIONES

En la actualidad, los sistemas de control se implementan principalmente en hardware digital, lo que ha
llevado a una creciente necesidad de discretizar los controladores disefiados en el dominio del tiempo
continuo. Este proceso de discretizacion se realiza generalmente al finalizar la fase de disefio de los
sistemas, utilizando técnicas estandar que permiten la conversion de sistemas continuos a su version
digital. Esta transformacion es fundamental para implementar los controladores en sistemas
computacionales, ya que el hardware digital opera de forma discreta y no continua. Esta practica es
comun en el campo de la ingenieria de control, donde los sistemas continuos deben ser adaptados a
plataformas digitales para su implementacion efectiva. Ademas, con frecuencia los sistemas continuos
son disefiados para ser posteriormente discretizados y utilizados como filtros digitales. En la materia de
control digital, es esencial realizar un analisis exhaustivo de la respuesta de los sistemas digitales, ya
que su comportamiento puede diferir significativamente de los sistemas continuos debido a Ia
discretizacion. Este analisis debe incluir la evaluacion de la respuesta del sistema ante diferentes

entradas, como las sefiales escalon y rampa, y su comportamiento dindmico, que esta influenciado por

el tiempo de muestreo. Un aspecto crucial a tener en cuenta es que la precision de un sistema digital




depende en gran medida del tiempo de muestreo utilizado. Un tiempo de muestreo demasiado grande
puede provocar una pérdida significativa de informacion y reducir la precision de la respuesta del
sistema, lo que afecta su desempefio. Por el contrario, un tiempo de muestreo demasiado pequefio puede
generar un mayor costo computacional sin aportar beneficios sustanciales en la precision. Por tanto,
encontrar un equilibrio adecuado en el tiempo de muestreo es fundamental para garantizar que los
sistemas digitales ofrezcan un rendimiento 6ptimo. Este andlisis es clave tanto para el disefio como para

la implementacion de sistemas de control y filtros digitales en la practica actual.
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