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RESUMEN

Un problema latente en el &mbito de la construccion es la desviacion angular de una
columna, el trabajo consiste en el andlisis e interpretacion cualitativa del fenémeno de
pandeo de columnas por flexion. El objetivo es conocer el comportamiento de la barra
frente a una inestabilidad estructural. Los resultados obtenidos describen la forma préactica
de obtener algoritmos para columna de seccion constante o variable, analizando las
condiciones de frontera, y al ser modelado por ecuaciones diferenciales, se resuelve por
un método diferencial, pero existe casos donde se aplican las funciones de Bessel bajo un

dimensionamiento adecuado que permiten optimizar ciertos elementos estructurales.

Palabras claves: funciones de bessel; pandeo de columnas; carga critica; pandeo

de euler.
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Solution of the boundary value problem

on buckling of columns

ABSTRACT

A latent problem in the field of construction is the angular deviation of a column, the
work consists of the analysis and qualitative interpretation of the phenomenon of buckling
of columns by bending. The objective is to know the behavior of the bar in the face of
structural instability. The results obtained describe the practical way of obtaining
algorithms for column of constant or variable section, analyzing the boundary conditions,
and being modeled by differential equations, it is solved by a differential method, but
there are cases where the Bessel functions are applied under a suitable dimensioning that

allow optimizing certain structural elements.
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INTRODUCCION

Un problema frecuente, es observar como una columna uniforme, empotrada en concreto
se pandea. Aplicando la teoria de elasticidad y el célculo diferencial, el modelo
matematico que describe la desviacion angular de una columna es dada por el problema
de valores en la frontera, donde interviene el modulo de Young del material de la
columna, el momento de inercia de la seccion transversal, la densidad de la columna, la
aceleracion de la gravedad y la desviacion angular de la columna (Edwards et al, 1993;
Conte, 1980).

El pandeo es un problema propio de la ingenieria, que consiste en determinar cuando una
columna empotrada en un concreto rigido se pandea, la idea de encontrar una estabilidad

estructural esta asociado a un problema de la fisica (Brauer, 1967). Newton, uno de los
, . . . P . N
creadores del célculo diferencial, conjeturd que si la ecuacion ﬁ = 0, entonces y(x) es

un polinomio de grado n — 1, en la actualidad esta conjetura estd demostrada de manera
rigurosa y es una solucién de esta ecuacion diferencial (Strang, 1980; Birkhoff, 1969).
En la ciencia, el pandeo es una inestabilidad matematica que observa una falla. Cuando
una estructura se somete a compresion, el pandeo se refleja por una desviacion de un
miembro estructural, a medida que aumenta una carga aplicada sobre una parte. Los
cuestionamientos de estabilidad eléstica relativa al pandeo de columnas comprimidas
fueron estudiados por Euler (Braun, 1983). El problema en estudio, es bajo las
condiciones de considerar la columna como un material perfectamente homogéneo y
elastico que verifica la Ley de Hooke, su eje idealmente recto y, la carga esta exactamente
centrada (Churchill, 1978; Leigton, 1966).

Para determinar una solucién, se inicia por observar la actuacion de una fuerza
perturbadora horizontal e infinitésimay, se asume que el equilibrio vertical es indiferente,
de modo que la barra pasa a otra configuracion de equilibrio curvada. Partiendo del hecho
de que el modelo matematico, que describe el pandeo de columnas empotrados en
concreto rigido, es un problema de valores de frontera tipo Airy, este se resolvera usando
las funciones de Bessel (Brenner, 1966).

El trabajo tiene por objetivo realizar aportes al estudio de pandeo por flexion de columnas,
donde intervienen diferentes condiciones de sustentacion. La informacion correcta ayuda

a optimizar y disminuir las secciones de las barras, se realiza un analisis cualitativo de
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este fendbmeno, que permita conocer la ecuacion de desplazamiento y el comportamiento
de la barra como consecuencia de la inestabilidad, y determinacion de la carga critica.
La pretension de modelar sistemas estructurales mas complejos, se inicia por el analisis
tedrico-préactico de pandeo en columnas de inercia variable con condiciones genéricas de
sustentacion en sus extremos, proponer ecuaciones como leyes que obedecen el
comportamiento frente a pandeo de distintas barras pertenecientes a distintos tipos de
estructuras que se pueden ver en el ambito constructivas (Belluzi, 1967). El trabajo ha
sido sistematizado en dos partes diferenciados de forma que permita un mejor analisis, ya
después se utiliza propiamente las funciones de Bessel. En la primera parte se analiza
columnas sin fisura, donde se utiliza el planteamiento diferencial para calcular la carga
critica de pandeo de columnas con seccion Yy rigidez constante, en seguida se realiza los
calculos por medio del método energético.

ESTRATEGIA METODOLOGICA

El desarrollo en la parte tedrica conceptual se apoya en el conocimiento matematico de
las ecuaciones diferenciales aplicados a una situacion concreta. En un primer momento
la investigacion es explicativa, sigue la secuencia analisis, sintesis y deduccion. La
metodologia son estudios de casos (Stake, 2005). El analisis consiste en la basqueda de
la mayor precision de elementos estructurales, donde los aspectos teoricos y la situacion
practica se articulan con un conjunto de definiciones y teoremas que son guias en
diferentes momentos del trabajo.

RESULTADOS

1. Caso de pandeo de columnas sin fisura: Método Diferencial

Tiene su base en la carga critica de pandeo de Euler (Meek, 1971). Considerando todas
las fuerzas y momento que actlan sobre la columna se obtiene una ecuacion general,
asumiendo el equilibrio en las distintas secciones. Después de aplicar las condiciones de
contorno en la solucién general dos cosas pasan: la carga critica de pandeo y la ecuacién
exacta por el desplazamiento de la columna. Algunos conceptos que operacionaliza los
términos:

Equilibrio: Estabilidad es una nocion fisica y/o quimica asociada a la capacidad de un
cuerpo de mantener su estado o su composicion inalterados durante un tiempo

relativamente prolongado (Euler, 1744).
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Pandeo por flexion: Este tipo de inestabilidad resulta al aplicar una carga axial de
compresion, de cierto valor, a un elemento estructural lineal. Tal carga axial puede
combinarse con otros tipos de cargas como: cargas laterales, momentos extremos, entre
otros, siendo el principal problema de la mayoria de las columnas estructurales (Euler,
1744).
Carga de pandeo: Manifestacion del problema, al comprimir una columna lentamente,
esta iniciara a deformarse segln sus caracteristicas plasticas y elasticas. Conforme se va
aumentando la carga de forma progresiva, llegara el momento en que la barra manifieste
una pequefia curvatura en su directriz. De este modo se alcanza la carga de pandeo, que
marca la frontera entre el equilibrio estable y el inestable para la columna. Luego de
producido la curvatura inicial de la barra, se generaran internamente momentos flectores
debido a la excentricidad de la carga axial respecto de su directriz, el resultado es un
aumento de la curvatura y nuevo incremento de los flectores, continua asi, hasta que las
tensiones soportadas por la barra lleguen a su limite y se rompa (Belluzi, 1967).
La columna ideal: Son las que cumplen las caracteristicas:
(@) No existe excentricidad de la carga respecto de la directriz de la barra; es decir, la
carga axial a la que esta sometida es centrada.
(b) La barra no tiene curvatura inicial por fabricacion, es perfectamente recta.
(c) El material de la barra es isétropo y homogéneo.
(d) No hay tensiones residuales en la barra desde su fabricacion.
Caracteristicas que son dificil de cumplir por cualquier columna real. Mientras tanto, es
prudente estudiar en primer lugar el pandeo en elementos ideales, para después, ya
conocidas las propiedades del fendmeno estudiar el caso de columna real. Cuando
mencionamos columna ideal, se esta refiriendo a carga de pandeo o carga de Euler, sin
embargo, a la columna real se le asocia el término de carga critica (Euler, 1744).
Teoria de la bifurcacion del equilibrio: La columna ideal se estudia sobre la base de la
teoria de la bifurcacion del equilibrio, que sefiala, si en una barra ideal sometida a una
carga axial de compresion, dicha carga aumenta, la barra sufre deformaciones por
compresion en la direccion de la fuerza aplicada, estando el sistema en equilibrio estable;
pero si se llega a un cierto valor de la carga axial (carga de pandeo), la barra inicia sufrir
deformaciones en distintas direcciones a la fuerza aplicada (deformaciones no lineales),

ingresando a una zona de equilibrio inestable. Las deformaciones lineales producidas
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hacen que la barra se vaya curvando, originando momentos flectores que aumenta la
curvatura y viceversa, hasta la rotura de la barra (Belluzi, 1967; Euler, 1744).

Punto de bifurcacion de equilibrio: se refiere al punto de transicidn entre el estado pre-
pandeo (equilibrio estable) y pos-pandeo (equilibrio inestable), es decir, el sistema se
encuentra temporalmente en una situacion de equilibrio neutro o indiferente.
FORMULACION DEL PROBLEMA

Tendremos en cuenta como hipotesis: (H1) se asume que los desplazamientos de las
columnas sometidos a compresion son pequefios comparados con respecto de su longitud;
(H2) se asume columnas esbeltas con directriz recta.

Sea una columna esbelta cuya seccion es constante, no hay defecto en su superficie, sobre
la cual se aplica una carga de compresion P, (Euler, 1744). Sea q(x) la carga distribuida
lateralmente que ocasiona un equilibrio inestable sobre la columna, y una deformacion z
en ese mismo sentido, y la aparicion de un momento flector M en cada seccion de la

columna. Para una seccion cualquiera de la columna, hay equilibrio de fuerzas y equilibrio

. . dF am d

de momento, respectivamente, entonces se tiene -t qx) =0, F= - Pd—i, se
. d*m d?*z .

establecen relaciones entre fuerzas y momento, g(x) = =T Pﬁ . Considerando la

ecuacion general de elasticidad, sin considerar cualquier efecto cortante, cuando se trata
.y d? . .,
de columna de seccion constante, M = EI d—xi , donde El es la rigidez de flexion de la

columna, lo cual depende de la forma de la seccion, reemplazando el momento flector,

400 =S (E@I00) £2) + L2, 1)

Haremos varias precisiones a la ecuacién (1), para resolver esta ecuacion diferencial, se
supone que la carga distribuida es nula, g(x) = 0, mientras la rigidez a flexion se

mantiene constante, EI = constante, en razon de que la seccion no varia, por tanto, la
., . . d*z d?z .,
ecuacion diferencial de (1) se reduce a EI@ + P@ = 0, esta ecuacion lo podemos

adimensionar, considerando y = % siendo L la longitud de la columna y 6 es factor

. . . PL?
adimensional de pandeo que viene dado por §2 = =

4 2
entonces Z—yi + 52 Z—yi = 0, donde L es la longitud de la columna. Despejando la carga de

compresion P tenderemos la ecuacion de la carga critica de pandeo de Euler (Euler, 1744),

cuando son calculados los valores de §, la ecuacion Euler sostiene que la carga critica de
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pandeo depende de la longitud de la columna, el material, su seccion transversal y las
condiciones de apoyo en los extremos (Calixto, 2002),

p=22 2)

la ecuacion diferencial tiene como solucion general

z(y) = c1sen(6y) + cycos(6y) + c3y + ¢4 (3)

donde ¢4, ¢, c5 v ¢4 SON cONstantes arbitrarias. La ecuacion (3) se utiliza para determinar
un valor de &, que se requiere en (2), para lo cual se aplica las condiciones de frontera.
ANALISIS DE CASOS EN DIFERENTES TIPOS DE COLUMNAS

En cada caso influye las condiciones de contorno o frontera que se obtienen de los
extremos de la columna, calculamos la carga critica de pandeo utilizando la ecuacion de
Euler para casos de columnas biapoyada, empotrada libre, empotrada simplemente
apoyada, biempotrada, empotrada apoyo deslizante, para después contrastar con
resultados preestablecidos.

Caso 1: columnas tipo biapoyada de longitud L sobre la cual se aplica una carga de
compresion P. las condiciones de frontera son: tiene momento flector nulo, pues es un
apoyo simple con desplazamiento nulo (Brauer, 1967), entonces z(y) =0y z"'(y) = 0,
ahora como x =0,x =L, el apoyo superior y =0 y apoyo inferior y =1, las
condiciones de frontera cumple z(0) =0,z"(0) =0y z(1) =0y z""(1) = 0. Estas
condiciones de frontera se aplican en la ecuacién (3), buscamos soluciones no triviales,

0 1 0 1
0 1 0 0
sen(6) 0 1 0
sen(6) 0 0 O

=0,

es decir, sen(8) = 0, se busca solucion no trivial, § = nm con n € Z, lo apropiado es

m2El
L2

& = m, yaen la expresion de la carga critica de pandeo de Euler resulta P. = . Por

tanto, la ecuacion para el desplazamiento es z(y) es z(y) = csen(my).

Caso 2: columna tipo empotrada libre, (Simitses, 2006), si las condiciones de contorno
se producen en el extremo libre, el momento flector nulo y esfuerzo cortante nulo,
Z’(0) =0 vy 2" (0)+ §%2'(0) = 0. El empotramiento presenta desplazamiento nulo y

giro nulo, luego z(1) = 0y z'(1) = 0, buscamos soluciones no triviales,
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0 1 0 O
0 0 1 0f_,
sen(6) 0 o 1|~ 7
cos(6) 0 0 O
de donde, cos(6) = 0, parad = Zn-DT conn € Z, se tendria el primer modo de pandeo,
2
y un valor de § = g la carga critica de pandeo de Euler resulta P, = % la ecuacién

para el desplazamiento es z(y) = ¢ (sen ("73’) — 1).

Caso 3: columna tipo empotrada — simple apoyada (Harrinson, 1980). Se considera las
mismas condiciones de contorno para el apoyo y el empotramiento, combinamos los
casos, extremo superior: desplazamiento nulo, momento flector nulo z(0) = 0y z" (0) =
0; extremo inferior: desplazamiento nulo y giro nulo z(1) = 0 y z'(1) = 0, se busca

soluciones no triviales,

0 1 0 1

0 1 1 0
sen(8) cos(8) 1 ol=9
écos(9) 0 1 0

de donde, tan(é) = 6, para § # 0 se obtiene 6 = 1,43m que al reemplazar en la carga

w2El

critica de pandeo de Euler B, = DG

Por otro lado, § = 1,43, genera dos ecuaciones

desplazamiento z;(y) = c(sen(1,43ny) — ysen(1,43m)) y z,(y) = c(sen(1,43my) —
1,43mycos(1,43m)).

Caso 4: columna tipo biempotrada (Harrinson, 1980). Las condiciones de frontera que
aparece en su empotramiento, tanto en la parte superior e inferior tiene desplazamiento

nulo y giro nulo, z(0) =0y z'(0) =0y z(1) =0y z'(1) = 0, para soluciones no

triviales,
0 1 0 1
é 0 1 0] _ 0
sen(6) cos(6) 1 1|~ 7
6cos(6) —6sen(d) 1 0

de donde, dsen(d) + 2cos(d) = 2, una solucidn apropiada seria § = 2, la carga critica

2
de pandeo de Euler, P. = % , con ecuacién de desplazamiento z(y) = c(cos(2my) —
1)

Caso 5: columna tipo empotrada-apoyo deslizante (Simitses, 2006). En este caso las

condiciones de frontera que tiene los apoyos deslizantes son giros nulos y esfuerzo nulo,
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Z'(0)=0 y z"(0)+ 6%2'(0) = 0, mientras que los del empotramiento inferior,
desplazamiento nulo y giro nulo, z(1) = 0 y z'(1) = 0, se aplica las fronteras,

6 0 1 0

0 0 1 0f _ 0
0 cos(6) o 1|~ ™
0 sen(6) 0 O

donde sen(6) = 0, en general resulta § = nm, se toma § = m, la carga critica de pandeo
de Euler, P. = % , por tanto z(y) = c(cos(my) + 1).

ESTUDIO DE LOS MISMO CASOS POR EL METODO ENERGETICO

En este analisis utilizamos el método energético planteado por Timoshenko (1961), se
aplica para calcular la carga critica de pandeo con aproximaciones, es un método
alternativo que se sustenta en el balance de energia y el trabajo realizado en el tiempo del
proceso de deformacién. La metodologia consiste en estimar los desplazamientos
asociados con el pandeo e igualar a la energia de deformacion V;,,; con el trabajo que ha
realizado la fuerza aplicada, V,,., durante la deformacién, donde AV;,,; = AV,;.

El procedimiento consiste en determinar la ecuacion de desplazamiento z(x) de la
columna que debe cumplir como minimo las condiciones de frontera geométrica. Lo
inconveniente del método, es que se trata de una aproximacion y una eleccion apropiada
de z(x); de esta eleccidn, mas las condiciones establecidas, dependera la menor o mayor
exactitud de los resultados que esperamos; por tanto, a mas exactitud de z(x) los
resultados seran mas satisfactorias (Simitses, 2006). En razdn que cambios de energia se
relacionan con el momento flector y el giro asociado a la estructura, entonces la energia

d?z(x)
dx?

2
interna es AV, = % fOL El (x)( ) dx, mientras que la energia externa es AV,,; =

2
% ) OL (dz(;)) dx, como interesa la carga critica (ventura, 2004), entonces

2 2
fOLEI(x)(ddi(Zx)> dx
Lrdz(x)\?
fO( dx ) ax

Es posible deducir una formula que permita calcular &, se adimensiona la expresion

Cc

mediante el parametro y = % para 0 < x < L significa 0 <y < 1, agregar El, en la
integral superior, asi

_ Bl @OV piz [Ty
T f@onay Bl [j@O)?dy
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. P.L? .
como la carga critica de pandeo es 62 = EC—I que reemplazando se obtiene
0

2 _ S TG )y
J, @ )2dy

(4)

es una ecuacion que permite determinar el factor pandeo §2, el siguiente paso es utilizar
la expresion del desplazamiento z(y), tal que satisfacen las condiciones de frontera
geomeétrica.

Estudio de columnas de seccidn constante. Se trata de determinar el factor de pandeo
sometido a diferentes condiciones de frontera, utilizamos la expresion z(y), obtenidas
para columnas no fisuradas (Simitses, 2006). Para el caso de seccion constante, una
caracteristica es el momento de inercia no varia, pues I(y) = I, en consecuencia I(y) =
1, entonces la expresion del factor de pandeo 62 de (4) se escribe

2 — fOl(ZI,(y))zdy (5)
Jy@)2ay

aplicando (5), obtendremos calculos para cada caso de columnas sometidas a diferentes
fronteras. Caso 6: columnas tipo biapoyada, se asume como ecuacion de desplazamiento

z(y) obtenida por medio de un estudio diferencial z(y) = csen(my), en la ecuacién (5)

52 = fol(—nzcsen(n'y))zdy = 2
fol(nccos(ny))zdy

m2El
|2

en consecuencia § = m, en la ecuacion de la carga critica de pandeo de Euler P, =
Caso 7: columnas tipo empotrada-libre, la ecuacion de desplazamiento corresponde al de

una columna empotrada-libre z(y) = ¢ [sen (%) - 1], en la ecuacion (5) se tiene

2
1 o2
, o (—”Tcsen(”z—y» dy 2
0° = :

fol(gccos(nz—y))zdy B

m2EIl
(2L)?

Por tanto, para § = % la ecuacion de la carga critica de pandeo de Euler es P, =

Caso 8: columna tipo empotrada-simplemente apoyada, tiene dos ecuaciones diferentes
para el desplazamiento z; (y) = c[sen(1,43my) — ysen(1,43m)] reemplazando en (5),

52 = f01[—(1,437t)zcsen(1,431ty)]2dy

- f01[c(1,437tcos(1,43ny)—sen(1,43n))]2dy !

tenemos un valor estimado § = 1,43, en la ecuacion de la carga pandeo de Euleres P, =

w2El
(0,7L)?"
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Caso 9: columna tipo biempotrada. Para este caso, en la ecuacion (5), aplicamos el

desplazamiento z(y) = c[cos(2my) — 1], entonces

52 = 42 fol cos?(2my)dy _ 2
f01 sen?(2my)dy
2
de donde § = 2m; por tanto, la carga critica de pandeo es P, = (:ng.

Caso 10: columna tipo empotrada-apoyo deslizante, la ecuacion de desplazamiento es
z(y) = c[cos(my) + 1] reemplazando en la férmula (5), el factor de pandeo,

21 2
52 = 13 fo cos?(my)dy — 2
T2 sen?(ey)dy

m2EI
L2’

luego & = m; por tanto, la carga critica de pandeo de Euler es P, =
PANDEO DE COLUMNAS Y SOLUCION POR FUNCIONES DE BESSEL
Ecuacion diferencial de Bessel
Definicion 1. La ecuacion diferencial de Bessel se escribe

x2y"(x) + xy' (x) + (x? —v¥)y(x) =0,v > 0. (6)
Construccion de soluciones. Se puede verificar que x = 0 es un punto singular regular
(Kreider et al, 1996; Rey, 1958), y podemos proponer como solucion y(x) =
x" Y _oamx™, Y laecuacion indicial asociada sera v — v% = 0, conr = +v, luego una
primera solucion es
y1(x) =x¥ Y _gamx™, v = 0.
Optamos por utilizar el Metodo de Frobenius para resolver (6), proponiendo como

solucion, y = Y _, anx™*", la solucién de la ecuacion de Bessel de orden v > 0 se

oy - , - o) (_1)ma0 2m+v H
puede escribir en términos generales como Zm:oszm!(v+1)(v+2)...(v+m)x , Si

€scogemos a, = tenemos la expresion

2T (v+1)

Jo() = Timo O ()

mir'(v+m+1) \2
es la funcion de Bessel de orden v de primera clase, la solucion general de la ecuacion
Bessel se escribe y(x) = ¢/, (x) + cJ_,(x), en este caso contiene a v entero.
Ecuacion de Bessel reducida
Rescatamos el rol que juega las funciones de Bessel para resolver problemas de valores
en la frontera en pandeo de columnas empotradas en el suelo o en concreto armado.

Muchas soluciones de otras ecuaciones diferenciales de segundo orden pueden ser
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expresadas en términos de las funciones de Bessel, para una aplicacion al pandeo de
columnas, empezamos con la siguiente proposicion (Bowman, 1958; Capela, 2005).

Proposicion 1. Dada la ecuacion diferencial de Bessel de orden v,

d?w dw

2 2 2
z¢—4+z—+(zc—v)w =0
dz? dz ( )

entonces la sustitucion w = xy—a , z = kxP, reduce la ecuacion de Bessel a la forma:

x?y" + Axy' + (B + Cx?)y =0
siendo A4, B, C, q, a, k y B constantes reales.
Teorema 1. Sea la ecuacion diferencial

x%y" + Axy' + (B + Cx?)y = 0. (7

Sic>0,(1—A4)2—4B>0,C >0, q # 0, entonces la solucién general de la ecuacion
diferencial de (a) es y(x) = x*[cyJ, (kx?) + c,J_, (kxP)].
Corolario. Si v € Z, entonces la solucion de la ecuacion diferencial (7) es
y(x) = x%[cy), (kxP) + ¢, Y, (kxP)].
Formulacion del problema de pandeo de una columna
Determinar cuando se pandea una columna vertical uniformemente bajo su propio peso
(Gutiérrez, 2019; George, et al, 2006). Algunas consideraciones, para fijar ideas daremos
una columna pandeada, figura 1. Tomemos x = 0 en el extremo superior libre de la
columnay x = L en su base, consideremos que la base esta rigidamente empotrada en el
suelo, podria ser también concreto armado. Para la formulacion matematica, se asume

que en el punto x, la desviacién angular de la columna pandeada es 6(x), la teoria de

2
elasticidad modela E1 Z—xz + gox6 = 0, donde E es el médulo de Young, | es el momento

de inercia de su seccion transversal, o expresa la densidad de la columna y g es la
aceleracion gravitacional, una condicién de frontera apropiada para esta situacién

planteada es 68'(0) = 0, 8(L) = 0, se tiene un problema con valor de frontera,

dze
Elﬁ + gox8 =0

9'(0) = 0,6(L) = 0
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Figura 1*: Pandeamiento de una columna.

Suelo

*Elaboracion manual
Soluciéon mediante funciones de Bessel

Lo que vamos a resolver es un problema con valores de frontera, entonces la ecuacion

@ |

diferencial —;
dx EI

x6 = 0, haciendo r? se tlene + r2x0 = 0, que se conoce
como la ecuacién diferencial de Airy. Multlpllcamos en ambos miembros por x2,

x? % + r2x36 = 0. Esta ecuacion tiene la forma de la ecuacion reducida de Bessel del
teorema 1, para identificarlo los coeficientes, lo expresamos en la forma x? g + 0. % +
(0 + r2x3)8 = 0, teniendo en cuenta que los coeficientes son: A =0,B =0,C =712y
q = 3, resultan a = % B = %,k = gr yv= % Por el teorema 1, la solucién general de

esta ecuacion es

[y () e (E) @

para determinar el valor de las constantes arbitrarias c; y c, se aplica las condiciones de

. . 2r 2
frontera; pero, antes tenemos el desarrollo en series de las funciones de Bessel J1(5x2)
3

2r 2
y]_l(?xz), de manera que
3
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Aplicando la condicion de frontera 8'(0) = 0, ¢; = 0, la solucién se reduce

o= )" [y -0+ O x - i )<

aplicamos la condicion de frontera (L) = 0, 0 = ¢,L*?]_; 3 (Z?rL3/2), si la constante
¢, # 0 entonces obliga que se cumpla J_; /3 (Z?T L3/2) = 0. Este resultado significa que
X = Z?TL3/2 es una raiz de la ecuacion. Por tanto, la columna se pandea en esa posicion x.
Entonces, procedemos calcular la longitud mas corta, sea esa longitud L, es decir x =

1/3
. En

2r 1 \3/2 _ (3x\*/3 ] 2 _ 9o _ (9x%EI
2 (L)*ey Ly = (Zr) , pero se habia hecho r* = —» entonces Ly = ( )

4go

consecuencia, al tener una solucion trivial, la columna se pandea bajo su propio peso en

3 |9x2EI
L, = /W .
DISCUSION

La discusion se centra en lo que sucede con el cambio a seccidn variable en la columna,

el efecto que tiene, y determinar la carga critica de pandeo cuando la columna es de
seccion variable sujeta a distintas condiciones de fronteras (Harrinson, 1980). Sea una
columna biapoyada de seccidn circular cuyo radio es variable conforme a la funcion p(x).
Se asume como momento de inercia en términos del radio adimensionado por r(y),

mdg

4
y
” (1 - 5) , para el momento

I(y) = "[+y)]4 donde r(y) = d, (1 — %) luego I(y) =

wdg

de inercia de una columna esta dado por I, = —>y como, I(y) =

(1-%)"

Para el analisis en columnas con seccién variable se considerd el modelo de estructura

10)
Ip '

entonces I(y) =

chnica, se ird modificando las condiciones de contorno en ambos apoyos. Por tanto, la
ecuacién que permite obtener el valor del factor § es,

I (1%)4(2”(;\'))2113/

52 =
Jy @' )2y

©)

Ciencia Latina Revista Cientifica Multidisciplinar, Ciudad de México, México.
ISN 2707-2207 / ISSN 2707-2215 (en linea), marzo- abril, 2022, Volumen 6, Namero 2.

https://doi.org/10.37811/cl_rcm.v6i2.1986 p 1714



https://doi.org/10.37811/cl_rcm.v6i2.1986

Solucion del problema de valores...

Caso de columna biapoyada. Se aplica como funcion de desplazamiento z(y) =

4
csen(my), con ajuste en (9), 62 = 2x2 fol (1 — %) sen?(my)dy, donde § = 0,5869,

w2El

la carga de pandeo de Euler es P. = REDLL

Caso de columna empotrada libre. Se toma la ecuaciéon de desplazamiento (Harrinson,
_ my\ _ 2_m (N o (w _
1980), z(y) = c(sen(z) 1, en (9) da 6% == Jo (1 2) sen (2 )dy, con & =

2
0,22697, y la carga de pandeo de Euler es P. = %,

Caso de columna empotrada simple apoyada. Se toma como funcién de desplazamiento
(Simitses, 2006), z;(v) = c[sen(1,43my) — ysen(1,43m)] en (9) resulta 62 =

4
(1,43m)* fol (1—%) sen?(1,43my)dy

T con & = 2,7537, la carga de pandeo de Euler, P, =
Jo [(1,43mcos(1,43my)—sen(1,43m))]2dy

T2El
(1,14L)%°

Caso de columna biempotrada. La ecuacion de desplazamiento es z(y) = c(cos(2my) —

4
1) en (9), 6% = 8n? f01 (1 — %) cos?(2my)dy con § = 1,2632m, la carga de pandeo de

w2El
(0,79L)2°

Euler (Harrinson, 1980), P, =

Caso de columna empotrada apoyo deslizante. La ecuacion de desplazamiento z(y) =
4
c(cos(my) +1) en (9) 62 = 2m? f01 (1 —%) cos?(my)dy, resulta § = 0,6567,

2
entonces la carga de pandeo de Euler (Harrinson, 1980), P. = _(1115215;)2_

CONCLUSIONES

El método de Timoshenco se utiliza cuando las estructuras a estudiar son mas complejas,
cuando se ha definidos la aparicion de cambios de seccion se veran reflejados en una
variacion del momento de inercia de la columna, el proceso previsto, resulta complejo,
pues requiere de céalculo de muchas ecuaciones diferenciales.

El método energético, relaciona la energia de deformacion con el trabajo realizado con la
fuerza que provoca la inestabilidad, la desventaja es que el método proporciona una
solucion aproximada; sin embargo, permite calcular la carga critica de pandeo en
columnas que presentan cambio en su accion.

Los diferentes elementos que conforman una estructura al presentar inestabilidad, pueden

ser por los materiales utilizados, tipos de cargas, formas de ligaduras, entre otras causas,
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estos tipos de fallas se pueden evitar, utilizando funciones que mejor modelen estos
fendmenos y el tipo de condiciones de fronteras que son apropiadas. Los resultados
obtenidos traducen una metodologia que permite estudiar de manera analitica, multitud
de barras de inercia variable con diferentes condiciones de frontera.
Una apreciacion importante, si la estructura se desplazada ligeramente de su posicion de
equilibrio por vibracion, tensiones residuales impactos, accion de fuerzas,
imperfecciones, entre otras causas, cuando cesa la perturbacion volvera a recuperar su
posicion original. Hoy en dia uno de los materiales de probada resistencia se convierte en
un factor crucial en la estabilidad estructural, cabe reconocer, que la falta de informacion
completa disponible respecto de cada fendmeno, provoca un dimensionamiento erréneo
de una estructura y como consecuencia se tiene el colapso de la misma.
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