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RESUMEN.
En este trabajo, compuesto por diez volumenes, abordaremos aspectos esenciales de la Teoria Cuantica
de Campos Relativistas (TCCR), con propositos de optimizacion de los célculos expuestos en trabajos
anteriores pero sobre todo, posicionar la referida teoria, como una alternativa de solucion al problema
del milenio de Yang — Mills y la brecha de masa. La idea esencial es la misma, todo espacio — tiempo
cuantico, es decir, todo campo cuantico, es curvo y esa deformacién ocurre por la gravedad y
supergravedad cuanticas, seglin sea el caso, que provocan las particulas oscuras o estrella, al momento
de interactuar con un campo gravitonico o supergravitonico, segin corresponda, o en relacion a la
criticidad de su centro de masa y/o energia, lo que afecta su espin, velocidad y momento angular y por
ende, sus trayectorias orbitales. Por tanto, la TCCR, no es un intento por cuantizar la gravedad, sino por
introducir la gravedad, como principio de minima accion de un sistema cuédntico y de sus estados
fundamentales.

Las métricas siguen siendo las mismas, es decir, que para un campo cudntico curvo o geométricamente
deformado, la densidad lagrangiana/hamiltoniana equivale a: LH,,perure = {f é”‘f\/ﬁW ® myPp —
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respecto de una particula pesada p, sea oscura o blanca (particula estrella), segiin corresponda, a
proposito de la criticidad de su masa y/o energia (0|Y. 5 dm/de) o de su interaccion con un graviton o un
gravitino, segin corresponda, en coordenadas (p"pYp%p®), esto ultimo, lo que ocurre por
permeabilizacion del campo gravitonico o supergravitonico en B = [(06/0S®), lo que corresponde

al espacio — cuantico deformado en Cgp = (Z%p R5T|® H,;*) 1o que en dimensiones R”, representa,

gravedad o supergravedad cudnticas por curvatura o supercurvatura del espacio - tiempo cuantico
multidimensional.

Palabras Clave: Supergravedad cuantica, gravedad cuantica, particula oscura, particula estrella,
hiperparticulas, supraparticulas, teoria cuantica de campos relativistas, problema del milenio de Yang —
Mills y la brecha de masa, particulas ligeras, curvatura, supercurvatura, multidimensiones, agujeros
cuanticos.
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RELATIVISTIC QUANTUM FIELD THEORY: AN ALTERNATIVE
SOLUTION TO THE YANG-MILLS MILLENNIUM PROBLEM. AN
ATTEMPT TO UNIFY GENERAL RELATIVITY AND QUANTUM
MECHANICS. VOLUME VIII.

ABSTRACT.

In this work, composed of ten volumes, we will address essential aspects of the Quantum Theory of
Relativistic Fields (TCCR), with the purpose of optimizing the calculations exposed in previous works
but above all, positioning the aforementioned theory as an alternative solution to the Yang-Mills
millennium problem and the mass gap. The essential idea is the same, all quantum space-time, that is,
every quantum field, is curved and that deformation occurs due to quantum gravity and supergravity, as
the case may be, caused by dark particles or stars, when interacting with a gravitonic or supergravitonic
field, as appropriate, or in relation to the criticality of its center of mass and/or energy which affects
their spin, velocity and angular momentum and therefore, their orbital trajectories. Therefore, the TCCR
is not an attempt to quantize gravity, but to introduce gravity, as the principle of least action of a quantum
system and its fundamental states.

The metrics remain the same, i.e., for a curved or geometrically warped quantum field, the
Lagrangian/Hamiltonian density is equal to: LH crvature = { 67 [FH @ mynp —
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with respect to a heavy particle p, whether dark or white (star particle), as appropriate, regarding the
criticality of its mass and/or energy (0|Y,5 dm/de) or its interaction with a graviton or a gravitin, as
appropriate, in coordinates (p#p" p? p?), the latter, which occurs by permeabilization of the gravitonic
or supergravitonic field in B = [(06/0S6), what corresponds to the space — quantum deformed in
Con = TRy T | & ,/*) the which in dimensions R”, represents, quantum gravity or supergravity by

curvature or supercurvature of multidimensional quantum space-time.

Keywords: Quantum supergravity, quantum gravity, dark particle, star particle, quantum theory of

relativistic fields.
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INTRODUCCION.

En este punto, es indispensable establecer las bases tedricas que conforman la Teoria Cuantica de
Campos Relativistas (TCCR) y que se encuentran desarrolladas en trabajos previos. Por tanto, estos son
los puntos mas relevantes.

1. Todo campo cuantico, es curvo por accion inmediata de una particula cuya masa y/o energia alcanzan
el mayor grado de criticidad. En este caso, la gravedad es endogena o implicita, es decir, una cualidad
propia de la particula interactuante.

2. Siguiendo lo dicho, en el numeral que antecede, las particulas se dividen en:

2.1. Particulas Supermasivas (Tipo IA): Son aquellas, cuyo centro de masa/energia en unidades de

5
Planck dados en M, = % ~2,18x 108 kg (masa) y E, = ti, E, = mpc?, E, = % ~
P

1.956 x 10° ] =~ 1.22 x 10'°GeV =~ 0.5433MWh f% ~ 0.390 X 10° ] = 2.43 x 108GeV

(energia ~ 107129), alcanza el mayor grado de criticidad, deformando el espacio — tiempo cuantico, lo
que afecta el estado fundamental de los orbitales (espin, momentum, velocidad, trayectorias, etc),
desplegados por las particulas repercutidas. Esta particula también se la denomina “particula oscura”,
en la medida en que, su centro de energia/masa, es oscuro. Principal candidata para explicar la materia
oscura, en la medida en que, la gravedad converge en su centro, absorbiendo energia y materia.

2.2. Particulas Blancas (Tipo IB): Son aquellas, cuyo centro de masa/ energia en unidades de Planck,
alcanza el mayor grado de criticidad, deformando el espacio — tiempo cuantico, lo que afecta el estado
fundamental de los orbitales (espin, momentum, velocidad, trayectorias, etc), desplegados por las
particulas repercutidas. Esta particula también se la denomina “particula estrella”, en la medida en que,

su centro de masa/energia es extremadamente denso, superando la masa, temperatura y energia de

Planck, en M, = |=~218x10"kg (masa), M, = /;L/; Tp ~ 1.416784(16) x 1032K

(temperatura) 'y E, = L B =mpc?,  E,= he? < 1.956 x 10° ] = 1.22 x 101°GeV =~
Pt p P G

0.5433MWh /% ~ 0.390 X 10% ] ~ 2.43 x 10'8GeV. También se la denomina “particula estrella”.




2.3. Hiperparticulas (Tipo ITA): Son aquellas, cuyo centro de masa/energia es extremadamente bajo,
en unidades de Planck, mas sin embargo, son capaces de igualar o superar la velocidad de la luz.

2.4. Supraparticulas (Tipo IIB): Son aquellas, cuyo centro de masa/energia es el equivalente al de una
particula oscura o blanca, mas sin embargo, éstas, a diferencia de las referidas en los numerales 2.1 y
2.2, ésta igual o supera la velocidad de la luz.

3. Agujero negro cuantico: Fenomeno que ocurre en un espacio cuantico de Sitter, esto es, cuando una
particula oscura colisiona con otra o en su defecto, cuando una particula blanca colisiona con otra o
cuando una particula blanca y una particula oscura colisionan entre si. Los agujeros negros cuanticos,
también se forman por el colapso (por compresion gravitacional) o por la aniquilacion (por interaccion)
de una particula oscura o de una particula blanca. Lo primero, ocurre cuando se atraen mutuamente por
gravedad en tanto que lo segundo, ocurre cuando su centro de masa/energia alcanza el mayor grado de
criticidad posible. En el centro del agujero negro cuantico, se encuentra la masa de la particula aniquilada
o comprimida, la que comporta condiciones gravitatorias extremas. Ahi es donde radica la singularidad
de un agujero negro cuantico. La informacion que ingresa al agujero negro cuantico, no se destruye,
muy al contrario, se transforma en materia y energia, las mismas que son repulsadas por el agujero negro
cuantico blanco que se encuentra en el otro extremo del agujero cudntico de gusano. Por tanto, la materia
y energia atrapada por el agujero negro cuantico, se convierte en materia y energia oscuras interferidas
por gravedad extrema.

4. Agujero cuantico de gusano: Tunel cuantico por el cual, se conectan un agujero negro cuantico y
un agujero blanco cuantico. A través de este tinel, por teletransportacion cuantica, la informacion es
procesada y convertida en materia y energia, todo esto, en un espacio de Sitter.

5. Agujero blanco cuantico: Fendémeno que ocurre en un espacio cuantico de Sitter, volviéndose la
region de salida o repulsion de materia y energia, a propdsito de lo que devora el agujero negro cuantico
y de lo que procesa el canal cuantico de gusano. Lo que repulsa el agujero blanco cuantico, es materia
y energia procesadas.

6. Espacio — tiempo cuantico: Entiéndase por espacio — tiempo cuantico, al campo en si mismo, cuya

Longitud de Planck, es superior a £p = \/g ~ 1,616199(97) x 103> metros. La métrica es la




curvatura escalar de Ricci, asi: R = Zzﬁ=0g“53€aﬁ ~ 0(L,?) = 3,828 - 10°9m™2. Ahora bien, el
espacio — tiempo cuantico puede ser, bien de Sitter (dS) o bien, anti de Sitter (AdS). En el primero, se
forma la curvatura cuantica y sus subniveles, subespacios o subcapas, en tanto que en el segundo, se
forman los agujeros cuanticos y las multidimensiones.

7. Todo campo cuantico, es curvo por accion inmediata de la gravedad, esto a proposito de la existencia
(Modelo — Higgs):

7.1. De un campo gravitonico, es decir, cuando una particula cualquiera, interactia con un graviton, lo
que supone la permeabilidad del campo cuéntico, por un campo gravitonico que transfiere gravedad al
campo primario, curvandolo.

7.2. De un campo supergravitonico, es decir, cuando una particula cualquiera, interactia con un
gravitino o supergraviton, lo que supone la permeabilidad del campo cuantico, por un campo gravitonico
que transfiere gravedad al campo primario, deforméandolo.

7.3. Lo referido en este numeral se denomina gravedad exogena.

8. La gravedad cuantica, sea enddgena o exdgena comporta la curvatura del espacio — tiempo cuantico,
en tanto que, la supergravedad cuantica, sea endogena o exdgena, comporta la deformacion
(supercurvatura) del espacio — tiempo cuantico, formandose pliegues multidimensionales (en alta
configuraciéon — membranas dimensionales) en rango superior a R* — AdS. Cabe indicar que las
membranas dimensionales, se dividen en TIPO I y TIPO II respectivamente, la primera a propoésito de
la curvatura del campo en gravedad cuantica y la segunda, la deformacion del campo en supergravedad
cuantica, todo esto, lo cual también depende de la naturaleza de la gravedad que interfiere, es decir, si
es exdgena o endogena, lo que llamariamos membranas dimensionales tipo IA, IB, IIA y IIB
respectivamente, las cuales, pueden contener dimensiones y subdimensiones infinitas, en relacion a las
interacciones de la particula que provoca de la deformacion del espacio — tiempo cuantico. Esto es lo
que llamamos supersimetrias de gauge en dimensiones altas a R*, es decir, cuando estamos ante

membranas dimensionales tipo IA, IB y IIB, segiin sea el caso en tanto que, las membranas

dimensionales del tipo IIA, contienen dimensiones infinitas en R* — dS.




9. Cuando una particula colisiona con otra y se aniquilan o cuando la particula pesada colapsa por
compresion, la extincion provoca ondas cuanticas que se desplazan en longitud sobre el campo cuantico
deformado el mismo que, es superfluido.

10. El puente ER, en esta teoria, explica la superposicion y el entrelazamiento cuanticos en sentido
estricto, en un espacio AdS.

11. Los enunciados antes referidos, aplican a la antimateria, es decir, a la region de antiparticulas.

12. La brecha de masa, provoca la curvatura del espacio — tiempo cuantico pero no lo deforma por
completo, pues este fenomeno, no ocurre con una particula deformante, sino en particulas ligeras como
las hiperparticulas, esto en la medida en que, no registran estado de vacio.

13. Adicionalmente, es importante, establecer las siguientes reglas:

13.1. La gravedad cudntica relativista, ocurre concretamente en un espacio cudntico de Sitter, en el que
se pueden formar subdimensiones o subespacios dentro del limite de R*.

13.2. La supergravedad cuantica relativista, ocurre concretamente en un espacio cuantico anti de Sitter,
en el que se pueden formar hiperespacios o dimensiones més altas, superiores a R*.

13.3. Las particulas propuestas, viajan en gravedad cuantica mas, interactian en supergravedad cuantica
por permeabilizacion.

13.4. Cualquier particula, de las aqui propuestas, se puede convertir en otra, por aniquilacion, siguiendo
los diagramas de Feynman.

13.5. Las dimensiones en alta configuracion asi como las de ensamble, son infinitas.

13.6. La materia y energia oscuras, estan formadas esencialmente por particulas aniquiladas o colapsadas
por gravedad. En consecuencia, es la criticidad de la masa la que las vuelve compatibles.

13.7. Los agujeros cuanticos, absorben particulas ligeras y pesadas, sin distincion, lo que explica la
expansion del universo por accion gravitacional en la materia.

13.8. Las particulas aqui propuestas, son susceptibles de enganche, como ocurre con un diquark.

13.9. En esta teoria, se incorpora el concepto de cuerda, pero en un espacio cuantico anti de Sitter.

13.10. Las particulas pesadas, cuando se desplazan de un punto a otro en forma infinita hasta su

aniquilacion o colapso, lo hacen por medio de gravedad, deformando, en el caso de las particulas blancas




y las hiperparticulas, un espacio de Sitter, creando capas dimensionales en limite de R* en tanto que, la
particula oscura, crea capas dimensiones en alta configuracién a R* en un espacio anti de Sitter.

13.11. La hiperparticula es la Ginica en este modelo, que no tiene masa, es por ello que puede viajar a la
velocidad de la luz.

13.12. La supraparticula es por excepcion, un caso de mutacion por aniquilacion, en la medida en que,
pese a tratarse de una particula pesada, con un centro de masa/energia extremadamente critico y denso,
es capaz de viajar a la velocidad de la luz. La supraparticula solamente existe por aniquilacion en entre
dos o mas particulas pesadas, quedando excluidas las particulas ligeras. Adicionalmente, la
supraparticula, tiene la capacidad de desplazarse entre dimensiones dS y AdS, lo que esta teoria
denomina dimensiones en R”. En consecuencia, las dimensiones por gravedad y supergravedad, pueden
intersecarse por gravedad. En este punto, es pertinente para efectos de ejemplificar, citar el diagrama de
Penrose expandido al infinito.

13.13. Los campos de las particulas ligeras, son deformados por accion a distancia, debido a las
interacciones de una particula pesada, esto es, por gravedad.

13.14. Solamente las particulas pesadas pueden deformar el campo propio y de las particulas ligeras,
por accion de la gravedad que se desprende de su centro de masa/energia extremo. En consecuencia, la
gravedad enddgena, se materializa por impermeabilizacion del campo de Braut — Englert — Higgs
respecto de la particula pesada. El boson de Higgs es el que transfiere la masa, a las particulas pesadas,
aniquilandose con éstas.

13.15. La gravedad exdgena, se vuelve posible, por permeabilizacion de un campo cuantico arbitrario,
lo que, como ha quedado explicado en esta teoria, funciona como un mecanismo de Higgs.

13.16. El colapso de una particula pesada, ocurre por la expansion de su centro de masa/energia, debido
a la gravedad interferente, ditalacion que es comprimida en contrario, por los limites del campo de la
particula de que se trate, lo que provoca, la deformacion del plano cuantico e incluso la formacion de
agujeros cuanticos, segun la criticidad de los valores de masa/energia involucrados.

13.17. La fusién de campos cuanticos, es posible, por accion de la gravedad entre ambos, lo que vuelve

posible, su aniquilacion.




13.18. Las ondas en un plano cuantico, no solamente se forman por la aniquilaciéon o colpaso de una
particula pesada, sino también, cuando viaja de un punto a otro.

13.19. Las particulas ligeras, crean gravedad minima a propo6sito de su centro de masa/energia, la cual
sin embargo, es imperceptible aunque superior a cero, pues, contribuye a la aniquilacion con otro campo
mas pesado.

13.20. La gravedad endogena, se debe a que, el campo de Higgs, y por ende, el boson de Higgs, no
solamente transfiere masa a las particulas pesadas y ligeras, con excepcion de la hiperparticula, sino que
también, le dota de gravedad, a proposito de la masa transferida.

13.21. Esta teoria es estrictamente de gauge.

RESULTADOS Y DISCUSION:

Suponemos que, en un mapa cuantico de Einstein — Hilbert, una particula deformante ¢Sy d se desplaza
en el espacio cuantico, en el que interactia, deformando el plano por gravedad, y por ende, creando,
bien dimensiones altas en R* — AdS por supercurvatura (supergravedad cuéntica) o bien, dimensiones
en R* — ds por curvatura, esto es, en condiciones de gravedad. Para estos efectos, una particula
deformante debe colapsar por compresion gravitacional, aniquilarse cuando interactia con otras mas
inestables o con otra particula pesada, o por permeabilidad del campo gravitonico o supergravitonico en
el espacio cuantico curvo, esto ultimo, lo cual ocurre, cuando una particula pesada interactiia con el
graviton o el gravitino (supergravitino), segun sea el caso. Por tanto, la gravedad actia a nivel cuantico,
sea por aniquilacion, compresion, ésta ultima gravitacional o por permeabilizacion. Suponemos en
simultaneo, que una vez, causada la aniquilacion o compresion por gravedad, de una particula pesada o
cuando ocurre la permeabilizacion, se produce, bien la curvatura cuantica, cuya métrica es el tensor es
de Riemann — Ricci — Einstein, incluyendo el flujo de la simetria, o en su defecto, la supercurvatura de
Weyl, cuya métrica es la de Chern-Simons-Nambu-Goto para supergravedad. La primera, produce
subcampos que son subdimensiones de un mismo plano de Sitter (dS), en tanto que la segunda, produce
campos en dualidad holografica, que son dimensiones altas al plano cuatridimensional en un espacio
anti de Sitter (AdS). En este sentido, el campo pasa a ser no homeomorfo, difeomorfo e isométrico,

afectando los orbitales de las particulas cuyo centro de masa/energia es inferior en unidades de Planck

(particulas ligeras) en relacion a la particula que deforma el plano. La interaccion y/o aniquilacion de




estas particulas deformantes, provoca un agujero negro cuantico (con excepcion de las interacciones
dadas por las hiperparticulas tipo I[A), formado por materia y energia oscuras, cuya naturaleza es
fermiodnica/bosonica, esto a propdsito de que, la particula aniquilada o comprimida, engendra materia y
energia oscuras, lo que no ocurre en escenarios de permeabilizacion gravitonica mas si, en escenarios
de permeabilizacion supergravitonica. El agujero cuantico de salida, es blanco, por ende, repulsivo de
materia y energia transformada por la gravedad, a través del tracto Einstein — Rosen. Cuando la materia
y la energia son transformadas en oscuras, por la gravedad, éstas se comprimen hasta un punto de no
retorno/densidad supermasiva, causando dos especies de singularidad inherentes al agujero negro
cuantico, siendo éstas, primaria y secundaria, la primera en la que la gravedad es extrema y deforma la
materia y la energia, fundiéndose con el nicleo del agujero negro cuantico (que contiene la particula
muerta) y la segunda, en la que la gravedad transforma la materia y la energia, desplazandola a través
del tracto Einstein — Rosen y expulsandola a través de un agujero blanco cuantico. Esto es lo que ocurre
en escenarios de entrelazamiento y tineles cuanticos supermasivos en los que, la particula deformante
genera gravedad extrema. Llamese también, gravedad absoluta. Queda claro entonces, que el sistema
cuantico de agujeros, no se produce en condiciones de gravedad relativa, esto es, cuando ocurre
unicamente la curvatura cuantica por gravedad moderada, lo que sucede por ejemplo, con las
interacciones dadas por las hiperparticulas tipo IIA o en el caso de la brecha de masa de las particulas
ligeras respecto del estado de vacio.

Dicho lo anterior, es que, propongo una posible alternativa de solucion al problema del milenio de Yang
— Mills y la brecha de masa, a partir de la Teoria Cuédntica de Campos Relativistas, la cual se constituye
ademas, como un intento por reconciliar la relatividad general y la mecanica cuéntica.

A partir de aqui, sugerimos los calculos de instantones (para regular la brecha de masa y la densidad de
energia por carga), osciladores, propagadores, operadores, mapas, coordenadas vectoriales, orbitales,
correladores, propulsores, tensores de stress por curvatura, torsion, escalares, spinors, potenciadores,
simetrias y supersimetrias de calibre abelianas y no abelianas en relacion a las particulas pesadas y sus

interacciones con el espacio cuantico deformado, en tanto que respecto de éste ultimo, los calculos estan

vinculados a su geometria e hipergeometria (analisis cohomolégico), incluyendo los agujeros cuanticos,




no sin antes aclarar, que las demostraciones matematicas contenidas en trabajos anteriores, son
interdependientes a éste manuscrito y sus diez volumenes.
Aclarado lo anterior, pasamos a precisar que el Modelo aqui referido, se divide en:
1. Supergravedad cuantica en SYM (Super Yang — Mills).
2. Gravedad cuantica en YM (Yang — Mills).
3. Agujeros cuanticos en YM (Yang — Mills).
4. Modelo de Unificacion.
Las métricas usadas son, entre otras:

- Espacios de Einstein — Hilbert.

- Meétrica de Chern — Simons.

- Meétrica de Kaluza — Klein.

- Meétrica de Nambu — Goto.

- Me¢étrica de Feynman — Wheeler.

- Métrica de Born — Oppenheimer.

- Meétrica de Hartree — Fock.

- Meétrica de Yang — Mills.

- Meétrica de Kerr — Newman.

- Espacios de Sitter y anti de Sitter.

- Espacios de Riemann — Perelman — Poincaré.

- Tensores y flujo de Ricci.

- Meétrica de Green.

- Meétrica de Goldstone.

- Métrica de Brout — Englert — Higgs.

- Mgétrica de Schwinger — Dyson.

- Meétrica de Yukawa.

- Meétrica de Von Neumann

- Meétrica de Friedman.




MODELO CUANTICO DE UNIFICACION RELATIVISTA SYM (YANG — MILLS — PARTE
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mil@=e ) Pzl @),
k=1,..,N

k+i
09 = V(plt) ———
/m2+pi,t

0¢Pir = z f d®x0;(x — qi¢ ) (E¢[qr, P (X) + v(q; ) A Belqy, pr] (X))

k=1,..N
k+i

E§6+.e ) q, pil(X) —VQ-(y—q- )—6 [V(P' )Q'(Y_Q‘ )]
ds | d*yKi (x— ( l [V(pio)ei(y — a; )
o B YR I I ) Y

sClllxN £ )

KX (x): =
e 00 = = X

0, ECP(RYR), for1<i<N

t = (di0Pio EieBir) ' = (Qie Pio Eeldi Pl Belan pil)

0E;; =VAB; —4nv(p;c)oi(* —qir) V-E;r =4mo;(* —qy;)
atBi,t = —V A Ei,t V * Bi,t = 0




Pit

0:q;,:= V(pi,t): aia———
/mz + piz,t

0ePi = Z f d3le-(X - qi,t)[Ek,t(X) TV A Bk,t(x)]

k=1,.,N
k+#i

t = My[p, F1(t to): = (4, Pies Ei Bi't)lsisN'
te ((Ii,t' Pit Eir) Bi't)lsisN =:M[p, F](t, to)
F = (E¢[q;, p:i], Belqi pi])lsisN|t=t0

ere- € R (Q;, Pisisn €T3, )

<Pt(e+'e_) [(Qi P)1<ien] = (Qi,t; Pitr E§e+'e_) [q: pil, BEEJ"E_) [q; pi])

1<isN

0 [(qs P)1<isn] € Dy (A7)

0 1(@s prsisn] = My [0 (@ Prcien]| (6 t0)

(er.e-)

(TN ) Doyt (A7), (@0 P asisw = 01" (@0 P)1<isn]

F g, B )

1<isN

L<i<N,supll0:v(pioll < azyicanry

ot (to) — —
Qo P)isisv = (@i P1sisn: © VE € [to,0): (que, pi't)lsisN = (e p"»t)lsisN

9" (to) _ _ S
@uPdisisv = (@i Pi)isisn: © VE € (=00, 8o ]: (Qi,t:pi,t)lsislv = (e, pi,t)lsiSN-

(@7, P rsisn € $7(0) (E) 2 [a7, b7 1 BOV) [a7,p71) 2 (@7, p))asisn € $(t0)”

1<i<N

(QZt.pZt)lsiSN fort <t

(qi' pi)lSiSN: te (qi,tl pi,t)lsisN: = (q+t p+t) for t > to
L ELL/1<i<N

(@1, Pi)1<isn € T ((—0, T])

— $ (o) , _  _ . . o~
(@ Pd1sisy = (A7, P7)1sisy implies (Gie, Bie), .y = (QiePic), ;. forall t €R.




0:q; = V(Pat) T
/m2+pi2’t

0:pir = Z f d3x0;(x — q;0) (E¥[qr, Pr](®) + v(a; ) A BE[qr, Pk (X))
k=1,..N
k#i

(Ef.BY,) = Z ol Xiir (@ P)] (6, £T), for 1< i <N

—Voi(y — ai5) — 05 [v(pis)ei(y — qi,s)])

R L N« MY
i,s )€ i,s

XiiT: (ELC( _qi'iT)' 0)1sisN

c . 3 Z
(EF,0):= My [t = 0010, ) = ([ d*zei( ~2)=.0)
[_T' T] St (qi,t' pi,t'Ei,t' Bi't)lsisN: = ML [p' F] (t' 0)

- 1
B;.)= Ez My, [XE 7P, F1, (i, pD)] (¢t £T)
+

S [F): = (B, B

i )1<l<N £=0

. -1/2,. pX*
lIpll < a, max [logll,z, + 1r£1iz£1§||w 0ill,» < b, F € RangeSy,

Admax(p): = max [laf - qjf| andp = (af, p{), ..,

(1—v#")T - Aqmax 2R
1+ vT

L:= >0

V=W eC®WV,W):= Npen, C"(V, W) ¢ CE(V,W) € C™(V, W) and C(V,W) € C*(V, W)
p:RXR* - R, (t,X) » p(x) and j: R X R* - R%, (¢, %) ~ j:(X)

x € R*:p.(x) € C}(R,R) and j.(x) € C1(R,R3)

teR: Pt, atpt € COO(R4, R) and jt' atjt € COO(R4, R4)

(t,x) ERXR*:9,p:(x) + V- j:(x) =0

Fli= C*(R*, RY) @ C*(R*, R*)

a(lixll £¢)
4m|[x||

KE(x):=




for +t>0

0
f do(¥)f(y) otherwise
6B|t| )

KE S 09 = 1ty oo ) = -

"
n

A=V-V= f 82 —A

aB|t|(X)
/ o
KEaf=Ft [ dotf@in-oy)
0Bx¢(0)
f 0’m £2 ’m
okt f=F[ o) @B-onFS [ ahar@E-ay)
0B7:(0) B¢(0)

KT+ f=KF+«Af = AKE * f
Ko=) FKE
+

(&,x) = [K; * f1(x)

. atant * f 0
lim 2n+1 = ( )
0" Ky * f Anf

t—0+
At = ath*AO +Kt *AO

A¢le=o = A% and 0, A¢li=o = A°

R .
= Et) —4 (_th - atlt)
= n .
VAj;

(Et; Bt)lt:to = (EO; BO): at(Et' Bt)|t=t0 = (V A BO - 4‘7Tit0, —VA EO)

(o] —V _ a -
F = Fthom + f dSKti—to_s * < ptvo";jt +S]fo+5>
—o oFs

Bk (x) = 8(6)8%(x)

?m . .
320 ~VPryrs =0 0 ~Vpyy4s — 0
920 dSKti-—to—s N ( ptvo-lz . s]to+s> _ ds O Kti—to—s . ( ptvo-‘: . s]t0+s> —0
+oo ]t0+S 400 ]t0+S
t—to _v P
F, = Fhom 4 47‘[[ dsKi_,—s * < ptvo-: . Slt0+s>
0 Jto+s

0 _th0+s - asit0+s>

F=Fh0m+47tf dsK;" _*< )
‘ ‘ t—to ftoms VAJe,+s
VA 0:Ke_y, *E* + VAK,_; *B° )

0
F’“’m-—( ; )K_ FO =
—VA at t—ty * —VA Kt—to * EO 4+ ath—to + BO

t




t

0 VA —4mj
F, = ( t )Kt_to * FO 4+ Ky, * ( ]t") +4m | dsK,_g * (

_vps - asis)
~VA 9 i

VAj,
E\ (9, VA E° —4mjy, ‘ —V  —d,\ (Ps
(Bt) T (—V/\ 0 )Kt‘to i (B°>  Kego * ( 0 >+ A 0 dsKes  ( 0 \7/\) (is)
(q,p) € C'(R,R* X R*), t = (q¢, p¢)

P:

V(p): = —
U mE+p?

T3:={(q,p) € C*(R,R* x R*) | |lv(p)Il < 1 forall t € R},

17'5!(1): = {(q, p) € Té | IV < 1 such that sup||v(p)|| < Vimax }
tel

920

Tor = TS (R)®
(q,p) =q,p): & vVt € R:(q;, pe) = (G, Pe)
N._ (q1\N N._ (1 \TB

pe(X):=0(X—qp),j:(X):= %Q(X -q)
me + pg

te MQ[FOI (q' p)](t, tO): = Ft'

[Ix|[—c0

3
IIEO(X)II+|IB°(X)|I+IIXIIZ (loxE GOl + [loxB°®[) = 0 dlIxl=*)
i=1

t € R, (q,p) € T5,([t, ) or (q,p) € T, (=0, t])

M,[q, p](t, 20): = pw — lim M[F?, (g, p)](¢, to)
t _y a LW+ Z)
= Am Lw ds [Kt‘s «( Y /\) f @ze(@) (BLW+( —z))

+ (n+v)(1-v?) nA[m+v)ral |F
B 2= [ux z—aP(En v’ x—z-qldn-v)?
Bt (x —2):= F[n AE.(x— 2)]*

TSt vi= V(pti)
_ x—-z—q
lIx -z - q*|

+
tfati=t +|Ix— 2 — 0,v(Pe)l oyt




I8¢ ol + 1078 ol < b (]
(1 vmax)3

Amax )
1+|x— (It||2 1+ [Ix— qcll

W:={w e C®@R*, R\ {0} |3C, € RT,P, EN:w(x+y) < (1+C,|IxXIDP*w(y)}
L2,(Q,R): = {F: Q- ]R{‘*J A3xwX)||FX)||? < oo}
wk: = {w € W|3c, € R*:|D*w| < Covw, |a| < k}

W = ﬂ wk
keN

W3 w):=1+][x[*)™

N
Hei= P (R* @ R* @ L5, (R RY @ 13, (R:, RY)
i=1
HE(Q,RY): = {f € [2,(Q, R*)|D*f € L%, (Q,R*), |a| < k},
HA“(Q, R%):= {felZ(QRY)|Afel(QR*) for0<j<k}
HEHO,RY):= {f € L2,(Q,R*) | VAF € L2,(Q,RY)}

k
€8y = > (DUEDR)z o0 (F By = Z (ata0g), o

|la|<k

3
@ = (@1, @) € Vo), lal: = ) a;, D = 0705705
i=1

Agp = (0,0, A(E;,B)))

ey = (00, V/\EL,VABL)>

1<is<N

N

Du(@:= P (R* @ R* @ HZ" (R, RY) © HZT (RY,RY)) €

i=1

D,,(A"):={p € D,,(A) | A¥¢ € D,,(A) fork =0, ...,n — 1}, D,,(A®): = ﬂ D,,(A™)

we define J: #,, - D, (A%)

v(p): = =
l /p%+m2

o (@)= V(pl)z f d3x0;(x — q) (E; (%) + v(py) A B;(x)), —4nv(py)e;: (- —q;),0

* .
J#i 1<isN

0rpr = Ape + (@)




Poza:R = Hy, t = @ = (956 Pit Eiro B"'t)1si51v
d%o0

J

d .
@tle=0 = a0 Pt € Dw(An_j)

sup_ll9: = gell, < G (T, (Pl ) lots = Pl -

te[-T, |(pt° ”Hw’

sup_llgell, < Cs (7. W™ el 2 leilliz i1 < .= N) 19l

te[-T,
t = @ =(q;, P ®E; ®B;¢); am
V-Ei; = 4m0;(* —qi¢) V- Bip = H5"
Lo @ = <qi,t®pi,t®Ei,t®Bi,t>g.[vAvm
E;: (t,x) » E; (x) and B;: (t,X)  B;+(X)

sup > [|D%E; (9 < C[Ey |

xER

e 5 ) ID°BuColl < Bl

|la|<k |a|<k

IWeollsg, < el

t
My:R* X Dy, (A) = D, (A), (t, to, 9°) = M (t, to)[¢°] = ¢, = Wt—to‘PO + | Wid(os)

to
D,(A):=FD,(A) c &,
Dy, (A™):=FDy(A") c F,
D, (A*):=FD,(A%®)

Q+PW, = id?I(Wt)tElR

N N
Fhi= EB T””@ C*(R*, RY @ C*(R*, RY)
i=1 i=1
(Bt Bit), . yi=WeF tER
Ei O VA) Eio ft VV-E;,
~ ! —_ K ) _ d K _ ,
(Bi,t) (_VA 0t e B;o 0 St VV-B;,
E;; =E;andB;; = B;, forallt € R

(EitBit), .y € Dw(AD) NFY

F = (F)1<isv € Dy (A NFN




V-E; = 4m0;(* —q;¢,),V-B; =0

t

Fii= Weeq P+ | ds Wes J(90) € Du(A") = (M [Fy (aupd) (6 t0))
to -

os:=(Q+P) (qi,s' pi,5)1sisN
F € D, (A" nF" forall t € R

1<i < N,supl||0,v(pir)|| < imax
teR

(4i, Pi)1<isv € T,

(Ei(j'-he_)' B£i+.e_)) = Z eiMQl [ql' pl] (t’ ioo)
7~(I:+,e_)*(‘Ii'Pi)1sisN€TéV!

w:R* > RY\ {0}, x » w(x):= (1 + ||x]|>)~L.

1<i<N,sup||a;v(pie)|| < @max
teR

Lt (Ei,t' Bi,t): = Mgi[qil pi](tl ioo)

(Qi,t' Pit Eir, Birt)lsisN € D,,(4%)

(a) 1

C a
apt agt 1 max
o< ool + 1080l = = (e —ae * T el

4" (ace pie B B,

N
<0 > (ol + ol + [ awn (10820 + 0B 01))

i=1 |a|sn

(@i P)1<isy € Tg, ey X (E§e+'e_) [q:,p:] B+ [qi'pi])

(@i P)1sisn € T2, ey R (B [a; pil B[ pi])
(e+.e-) (e+.e-) (et.e)

d
P [(qi, Pi)1<isn] = Aw, [(Qi P)1<isn] +T (% [(qirpi)lsisN])

¢ =My [fpt(ff*’e‘) [(qi:pi)lsisN]] JtER

0r¢r = Ade +](¢,) which ¢, = §0£:+'e_)[(qL': Pi)1<isn]




b = 0 [0 P)r<ien] * (Ao P 1<isns Ui P rsisn € T, ey
@:= i, ((Q P1<ien) T P2 = i, (@, P)1<in)

@r = (95,0, Pies Ei Bi't)lsisN: = M, [9](t, to),
@r = (i i Eir, §"'t)1si51v: = M [@](t, to)

(qi:t'pi't)uisN = (@ie ﬁi't)lsisN
Qi P 1sisy = (@i, Pid1<isn
o7 = (aie Pie Eclai, pi 1 Belar, pi 1),y
(q~,p7) € H7(to)
(Ec[a7, p; 1 Bela;, pi]) = My, a7, pi1(t, —o0)).
@z, € Dy (A%)
te (th'pZt'E;t'B;-t)lsisN = of 1= M [oz,](¢ to)
¢: = (9i0 Pio Ec[9u Pl Belao pil)
(Ec[q; pil, Belai, pi): = My [a;, pi] B 75, ((—90, T1),
limifpt‘ = Agg, +J(pz,) = lim ifp?
t/to dt 0 0 t\ty dt
(9i, p:) € T5,((=, T])
d
7t @e = 91) = Alpe = 91 + [ (95) = (0] = Algpe = ¢1)

We(or, —ot,) = (Ef. Bf,)®(E.[q;, p;], Be[q:, pi])

f(fii,t:ffi,t)f(qzt' PEr)m-sN

n

(F, G)pp: = 2 (AF, A%G),
k=0

n 1/2
IF Nl ): = (Z la<Fl;, (3)>
k=0

X:R x D, (A) = D, (A*) N FN, (T, @) = Xr[¢]

IXr[elllzg < € AT I




(Eir, Bi,T)1sisN: = Xr[¢] and (q; 7, pi,T)1siSN: = Q+ M1, 0)
V-Er = 4mo;(- —qi7), V- Byr =0
lim sup[|Xr[p, Flllzzpe) = @ O,
T pem
#.3 € D, (A) with (Q+P)p = p = (Q+ P)§

IXr[p] = Xr[@lllza < TICs(IT1 @l @Iz, ) 1@ = @llz, -

AL c AT as well as AN € AT

P = (96 9), .y o (9u, P)1sisy € TS

SPX*. Dy (A) > Dy (A®), F > SEX[F]
t

t 1
PR =5 ) [wwxiiT[p,F] + | ds W J(os[p. F])
+

+T
s v @g[p, Fl: = My[p, F](s,0)

+ +
(XiTiT)lSiSN: = Xi_'T[p’ F]

Xt pe
t e (QueQie) i = Q+ P)ML[p, FI(t,0) ATP* A ST

1<isN

+ 1
PRI =5 ) (Mo X (@ PO) (0, £7)
+

SPX*[F] € D,y (A®) n FN
R - D, (A) c H,,
A¥J:H,, > D, (A®) € H,,
A* J:H,, - D,,(A®) C F,
s = W_g A J(g5)
0 0

AR | ds W_gJ(@s) = | ds W_g A¥ J(es)

*T tT

0
k€N, | dsW_s](@s) € Dy (A™)

*T

WerX¥r[p, F] € Dy (A®)




t = (A Pit), oy = (Q+ P of t 5 @y = M, [p, F](t,0)

v(pe)l = APl 4
’mz + pﬁt

+ +
(XiTiT)lsiSN: = XET[p' F]

t
=Wy Xip[p, F1+ | ds We_s J(gs) € D, (A)NFN

1<i<N +T

<M9i [XEr, (@0 (2 £T))

o= (,0) +J ds(Q+P)J(gs) + = Z [Wt+T(O X+T[p' F]) + dSWt s F](%)]

yields
(qi,t'pi,t' Eit Bi't)lsisN @ — 9:(Q+P)p, = (Q+P)J ()

Pit

0:Qi¢ = V(plt) r—
’m2+pf’t

0¢Pit = Z f d3in(X - qi,t)(Ej,t(X) + V(‘li,t) A Bj,t(x))

JET
1 t
Fop, = FEZ [Wm(o,)@[w]) + LT dsW,_sF] (<ps)]
- +
1 t
= EZ,_: [WﬁTX-_FFT [p, F] + -LT ds Wi ]((Ps)]

(EieBie) = Z oulFo (@ P £T)

(qie0 Pi,t)lsisN o PT (q?'p?)lsisN

Tpxi

o0 = W, F) + f dsW,_gJ (95)
@

1 t
F = EZ [W¢TX$T[I?, F] + ds W—s ](¢S)]
t +

3 1 N 1 0 t
0= (.0) +52 Werr (0, X [p, F]) +EZ W, || ass(0.6p) + | dsteesf oo

C:R X Dy, (4) = Dy, (A%), (T, ) = Crlg]

Crlel:= (ELC( _qirT)' 0)1sisN




(qi,T)lsisN: = QM_[](T,0)

32

(Ef,0):= M,,[t = (0,0)](0,—o) = fdgzé’l(az'j az)|| P

(qi,T)lsisN: = QM_[¢](T,0)

(a)

C
aRC 1
|D“E] (X)”RS =1+ |x|12

Co @; = ”DaEiC“Lgv

e muﬂ{ la¥crill, _Z Z |7 FEEC—ain)l _Z Z Z IDES (- ~air)ll5

=0 |a|<k

n
Y 3 (radadf o <Y S 1+ e T <o
k=0

la|sk i=1 =0 |a|sk i=1

Crle] € D,,(A*)NFN and C: R x D, (A) - D,,( A°) N FN

llairll < lIQpll + 171

n N

Py
AT =" " D A+ Cutliapl + 1T
k=0 |aj=k i=1

2

6
ICr@] — Crl ]||T1<Z > loe| B ~air) - B¢ 5 - 8,

i=1 |a|=1 5
Lw

a%m a%m 1 9%m
D*| E€ <5?|3 - a‘h,r) - E° <5?E - aTli,T) = j dll(qi,T - qi,t) -VD@EC| 3?0 - aTli,T + A(qui,T - qi,t)
L% ’ L%
1 a%m
< f da||(qi: — Eii,T) .VDEC | 320 — 9q;r + A(q;r — qi,t)
0 i
%m %m

pe| E¢| 320 -dq;, |- E¢| 320 — 04,

la|s1

Ly
9%m
62. é_ﬁa
—
< |lair — il o sup DPEC| 020+ 6/’1] (qir —dir)
0=A<1 b2 3

L%




62. P_W
D'BEC 020 — afii,T + /1(?]]-1 — qi,t) < (1 + Cw”qi,T - A(qi,T - qi,t)”]R3) 2 ”DBEC”La/
L
Py
< (1 + G (s +irle) * ¢

Py
Cs(IT1 @l @Iz, ):= N Z (1 + Gy (1Q0lips + 1QPllgs + 2|T)2 C6 P
1Bl=2

(qi,T)lsisN: = QM_[¢](T,0)

N
ICT o, Flllzpaecoy < Z Z ID*ES(: _qi,T)HL‘Z,,(BTC(o))

i=1 |a|sn

N
Py
<SS (@ Cllarl) PN

i=1 |a|sn
lacz|l < lla?ll + 7

T> ||q?|| + T definer(z):=1 — ||q?|| +T

1%,(B¢(air)) p
T z ¢
poip NCTTP Flllgesgon < ; ;n 1+ Cullawr )2 ND“E N (e o) 72, ©
L (Bf o (@) )

(qir, pi,T)lsisN: = (Q+P)M,[](T,0)
IW,Fllzn < eV||Flzn
N@llzr < P (IQells,).

(@) =1@lizg < Cs W (ll@llse,, @13, )19 — Gz,

n n n
IWFIZg = | A WeFIL = > W akF < erf Y | A4F|fS = enVIFllgg.
k=0 k=0

k=0
n

N
=1 k=0

D@l < ).

i

0%m
(V A v(p))e; (b_ZE - a‘h)

L3,




o’m 0%m
(@ NFvpde: | 3D -8a; ||| < @" ) [Ivp)Dee: | 370 - B
La, |a|sn L%v
0’m
<" ) |[pee: 970 - g,

|a|sn 12,

0’m b
Do (a0 -2dq; ||| <@ +Culladd D%l

L3

N
Py
(10l )= €7 Y (A +CyllailD? D ID%l
i=1

|a|sn

(@) =@ ez < Y 450 — 1@,
k=0

n
€ ;= Z Cro ©(ll@llse,, 16113, )
k=0

+
[s# 1|, < P ol
F o> SPX*[F] as FL > FL

|52 1F1 - 2 [F

1S TCyo (T, Pl IF I, 1F Iz, IF = Flig,-

D, (A™) 3 ¢ = (p,F),Dy,(A™) 3 ¢ = (p,F)
@r:= My [@](t,0), = M [@](t,0)
sup_ |I<pt Pellac, < Co(T @l 1P N3e, )l — @llsc,,

te[-T,T

sup_|lgells,, < Cz(T, Ipllsc, Oll@lls, and  sup [1@¢llsg, < Co(T, 113, Ol Bllse,-
te[-T,T] te[-T,T]

=:1|+2

Gt

0
ds W_g J(os)

s 1ell, < ,

1 +
Ez WerXir[p, Fl
T

it

1
123 [Werki . P, < €7 [[XEplp, P, < €7 C (T, 0l,)
+

2<Te" sup [J(@)llzgp < Te'™ sup C,(11Qwslls,,) < TeY"C;(llpll + T)
SE[-T,T] SE[-T,T]

Cra W (T, lgllsey): = "™ (Cs W (T, IpI) + TC; (llpll + T))




|2 171 - 527 F]” < e'T||xE, [ <P]—XJ_J‘:T[@]”TVTVL+TeVTSEs[11¥>T]||I(<Ps)—l(fﬁs)llml

0’m
—~

=:020
4<Te’ sup CS(@sllae,, 1@sll3, M@s — @sllae,.
SE[-T,T]

4 < TCys(T, IpIL IF g IFllzg)lle — @llzg,

Cua (T, P IL IF Nl 1 llzg: =e"" Cg O (Co(T, 1@l O)ll@llze,, C2(T, 0, 1@ llsg, Ml@llse, )
X Co(T, I, 16 1l5c,,)

SPXT[F] - SPX P
llp — Blisg,, = IF — Flis,
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((v m<E, )meN’((VA) B| )mEN fork=0land1<i<N

()t p(m)x Lyt
(E7* By )mSN._ X%, [p, Fy] form € N

t e (af,p): = @+ PIM,[p, Bl (2,0) by (™, p™), 1< i< N
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<T Egup 1+ Cwllyll) 2|V AE(: Wz, (88, p0)) = TA+ CWT) 2 |IVAF| 12,520
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((v m<E, )meN’((VA) B| )mEN fork=0land1<i<N
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My, [XfiT: (q; pi)] (¢, £T) — M, [q;, ;] (¢, £o0)
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_ f
|=4mv[Kezr * (- —@)](X)|| = 4m||v|| |(t + T) do(y)ex—y—q)
0B¢rT)(0) B
1t+7]-Rr(A)
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3
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—Plu, &, u](®)] < C]F}-(llullcju)j =0,..,%, and Lip <W

Lip -Li
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def
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1
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x(t) = g(x(), o) + hQ(x(t), h)
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Lip(D?*1¢) < ;" and Lip (D“1(¢ 1)) < 1™, where T;'® and 15 depend on t.
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DG =D Rop)= Y Gy DR | [ (DT0)™
(mq,...,m;)ENT j=1

Z;"=1 jmj=T'

D/ e@)| < forj=0,..,r—1

Dr+1(¢p1) —DT( )R H©

|DIT[xo,2](p)| < a; for a; depending on s, ..., 5}, 1, ..., w;, llxol j and || f]l cj+2;




|DJB X, x](p)| < bj for b; depending on ty, ..., 1}, $¢, ..., $j, Wg, -, W, || X0l cis and || f] cji+2;
Lip(D?T[xo,%]) < a,"” and Lip(D*B[X, £]) < L P for ablp and b, Lip depending on

t,5,1, [|xo || cestip, and || f || ce+z+ Lip -
1 o
Tlxo, £](p) = f f D2f o (xo + s2)(0)2(p)2dsdo
0 0

D?f o (xo + s2)(p)%(p)*
D2f o (xo + s%)(p) acting on £(p) and X(p)

D/T[xo, £] in terms of 5o + 1y, ..., 5 + 1}, %0 |l o/ and ||| j+=
Lip(D*T[x, £]) can be bounded by s,u, [|xll c¢+ Lip , and [|f|[ ce+2+ Lip
D/B[X, %] = D/[(1 — X)Df o xo%] + DI T[x,, %]

D/B[X, %] is bounded by t,, s §js 805 vy 85 Ug, e, Wy, [ X0l o5 and || f| 42

L inf{|fexg|}and1 -ty < X for X € BHLIP
ITELX, 25,241 (p) — 1] < beo + €dcp;
|D1F£[X xS ““](p)| bej+ebgjandj=1,..,4¢;
Lip(D’TE[X, %5, £4]) < LY + edoy,
where b, ; and d. ; depend on [[xol i, Tl i, If Il ci+2s tos -oe0 tjs S0s ons 8j5 and 1, o, 15

bCL,I}) and bﬁ;‘,’ depend on ||xoll ce+ i, ITIE || ce+ Lip, || f ] ce+2+ Lin, 1, 6, and w1,

Cullfllco Callflleo o
e [to||f||c1(50+uo)+ 1fllc2(s0 +10)*| beo = =5 |9 [X, 2]llco

beo =
IT5[X, 2%, £4](0)| < bgo + €Dgo.
|D1FE[X x5, A”](p)| bgj+edgjforj=1,..,.¢+1;
Lip(D“+'TE[X, 2%, 1) < BL%, | +ed}P, .

for j > 0,b4 ; and b4 ; depend on ||xo || cj-1, Ag, ITIZ || -1, 1f Il giv1s tos v Ej—1, 505 - s $j—1, and

Li Li
U, ..., Uj_1. However, b, ; depend on s; and 1;. The constants ba}fﬂ and d Jff,’ +1 depend on

Li Lip . Li
10l ce+Lip, Ag, ITIZ | ce4iip, | f || e+2+Lip, 1, 5, and u, depend on s{,irpl and ut,lpl is for bal'gﬂ.




CuCy 1 CnCy
—|t 1(sg +ug) += 2(59 + 19)?| Dgo = ———— X, X]|| co-
) ollfllc2(so +10) + Z1Ifllc2(s0 + 1o 7,0 ,10(1—t0)”"’[ e

boo = 1%

1
DI7[X, %5, 2%](p) = Df e xo(p)TG[X, %5, 2*](p) + 117 X0 )[B[X X]1(p) + ep[X, 2] ()], 0 € {s,u}.

bCO + 8b60< to
bs0 1 €050 < 5o
bu,O +€bu0 <

Gé(f,to, ...,ti,So, . 95, Ug, one l)< tl'
G_Sl:(g,to, ...,ti_l,So, ey 9i—1,Ug, e, Ui 1)\ Siy
GL(&,tg, vy tim1, 90 vers Sim 1, Ugy -y Uj—q) < U,

£, 24, (CELY, 95, 941, TELY, 95, 9UL, TELY, 95, 941))

d((TE[X, %5, 8], TE[X, £5, #4], TE[X, %
< kd((X,£5,2%), (Y, ys, A“))

S o N def
d((X, 25,29, (¥, 95,9%) = |IX = Y|l + 125 = 95l + 2% = 9¥II,, + [ID£S — DP°|l,,

+ [[Dx* — Dy“|l,,
def muird
lx = yll, = suplx(p) —y(p)le
PER
||% — | instead of [|X° — PS|| + [|X* — |

5 . nIIfII
ITELX, 2] = TEY, 9l < — 5[ (05 + €0 )IIX = Yl + (ca + £6,) 12 = §l, + e¢,IDE — DP|l,]

ery o1 _ TEMV o 2CnCy s o 5 ho
T [X, 2] = T5[Y, 91l < -t [(b5 + &0y 11X = Yl + (c3 + £¢y) 112 = F I + £e,[IDZ — DI ]
g

p
I = f o=A5(p=v) g =1lPl g1l¥l gy
—00

2
. N < Ay X 1 < min{A,, 1, }

I €
l\ls_

IDIF[X, %] — DIG[Y, 91y < I fllc: TG [X, 2] = T [Y, 911l
<p)”X - Y”n + (CB + scq))”f - y”n + geq)”D’? - Dy”n]

IBIX, £](0) — BIY, 91(0)le°! < exl% — Flly + dulIX — VI,
1 o
Tlxe, £1(p) = f f D2f o (xo + 52)(0)£(p)2dsdo
0 0

< (50 + 1) (Lip(D?f) (s + 10) + ID*FIDIIZ = Pl

IT[x0, £1(p) — Tlx0, 91(p) e~ P!




IBLX, £1(p) — BIY, 91(p) e ™! <(lIfllc1to + (50 + o) (Lip(D*f)(s0 + up) + IID*£ID) 11X — P,
HIfllcr(so + u)lIX =Yy

5 = Ifllerto + (so + o) Lip(D2F) (50 + 110) + IDZFI])
vy = [Ifllcr(so + 1)
Y
16=2(p) — P2 (p)le P! < %

1
lp~t =~y < —5———3 IX = Yllco
n(1—tp)

1 _ P do 1 B pd_cr

$1(p) = fo o md V) = fo -
] e I =Y . X =¥l X =Yl
9710) W () le P < G f ple g = 122 (1 - el < 2

a(p,s) S p(d~(p) +5) and Bp,s) = Y~ (p) + ).

sup |a(p,s) = B(p,s)|e™Pl <3IIX = Y|, prin
se[~h,h] K

(toit1)

ap(p,s) = a(p,+s) and B(p,s) = B(p, +s) for s € [0, 4]

sup, Ia(p.S) B(p,s)le” Pl = max{ sup |a.(p,s) — B+(p,s)|e” Pl
SE[0,h]

SE -
sup |a_(p,s) —ﬁ_(p,S)Ie‘”""}
SE[0,h]

N

alp)=pt | Xews(po)o and fulp)=pt [ Ve pulo,0)do

0

|s(p.8) = Be(p)|e™PL < [7 |X 0 ay(p,0) — Y o ay(p,0)|e P! + Lip(¥)|a(p, 0) —

B+(p,o)|e MPldo.

S S
f |X 0 as(p,0) =Y o ay(p,0)|e MPlda < ||X — Yll, f enllazeo)|-1ol] g5
0 0
en(l"’to)h — 1

S
<X -l f N 4y = |IX - Y|, e~
= "o T (1 +t)

en(1+to)h _

n(1+1t)

las(p,s) = Bs(p,s)|e P! < et1h X =,




~

~ 1+ Lip
x’ y e B(So+110,§1+111,52+l12) (0)

lo[X, 21(p) — @Y, 91(p) e Pl < ¢y |12 = Pl + Dy 1X = Yl + ¢,[IDZ — DIl
lo[X, 2](p) — @[Y,91(0)I
<&l () -y~ (Pl
+2 (o + 8 0 9) ya,) = (o +9) o), -

Ct((=hhD

o~ () =~ (p)le™ Pl 2 |IX — Yy,

sup |(xo +£) e p(p7*(p) +5) — (xo +9) e YW~ (p) + s)|e 7ML,

SE[—h,h]

Sup [oa=Too )+ @oa=Foa)+Foa=90Mlpe e,
N

|x o a(p’ S) y o a(p S)le nlpl < eﬂ(la’(l) S)|— |p|)”x y” en(1+t0)h”x y”

d N o
(G0 +2)29) 1, () = (G0 +9)0 Wy (9)]
= (o +8)' o a(p, )X e a(p,s) ~ (xo +9)' ° B(p.S)Y ° B(p,)

|(xg ° & — xq 0 B)X o at(p,s)|e™MPl < (1 + to)Lip(xp)3lIX = Yy,
Ixg e BX o — Y o a)(p,s)|e™MPI < [|xollcre™ R |IX — 1|,
[xg o (Y o —Y o B)(p, ) e Pl < llxollcata3llX — Yl

(" ca—2" o B)X oa(p,s)|e™MPl < (1 +15)(s; + )3l X — Y|y,
(&' e B =9 o P)X oa(p,s)|e” Ml < (1 +ty)e" |2 — 97|,
9" e BX ea =X o B)(p,)|e Pl < (51 + utylIX = Ylly,

9" 0 B(X o B —Y o B)(p,s)|e Pl < (51 + uy)e"AHI| X — ]|,

”x0”01+Llp:21:£2;h Tllto;t1.51;52:51 = (X(o);x(o);x(o))

”X(o) - HC[U*]||Ce+up <M, <+
”ffo) - Hs[v* ||Cl+1+Lip < Mg < +o0
<M

|28, — I

< too

ct+1+Lip
d(v,v*) < (1 — k) td(v, T[v])

[ = v)apll 0 < €7@ —K)7 d(v, T*[v])

6 = max{|a|, |b|}




o0 £+1—j £+1—j £4+1—j
|Gt =W Dl |, <™ HT A=) AT dw T D FT 0 < < £

4 £+2-j 42—
"o (1—;c) T2 dw,TEv]) 2 0< <P+ 1

_.HS[

(%(o) — *[v*])

S
[a.b] ||(;J'

5 £+2—j {+2—j £+2—j
e’z (1—k) 2 d(w,Téw]) 2 0<j<f+1

7 [w] (t) l'[,_i‘w for o € {c,s, u}

e Mg(t) t>0

n () = e Mg (t) = {entg(t) t<0

g: (0, +00) = R™ be a C**LP function (£ > 0)

1
lgllc, < 1 implies [|ID/g] <gllglf;

llgll s (llgllger o When j =€)

1/2

llgnl .o = llglc, and ligllc, < lgllc,” asllglle, <1
-t _ _nt 1/2 1/2
le™"Dg(t)| = |Dgy (t) +ne " g(®)| < ||yl .2 + nllglic, < Mozllgnll o 1991l = +nllgnll 0
1/2 1/2
= (Moallgnll% +n) llgnll o
G = 1"102”917”1/2
i Joo.
Digy®) = Y (1) Dk DI Hg(6) = e (ngct) > () (—n)kDf-kg(t)>

k=0 k=1

j
1
qmmﬁEQw%m
k=

{mmwme%mwmﬁﬂm

Joo.
leDig(®)] = [Digy + Y (1) (= DI Hg(0)
k=1

i j
_ . j+1
G = M0,1+1||gn ci+ + Z ak
k=1




L
+

D/ (X(oy — I°[v7])| \%ﬂ—K)”WWFﬁﬂ) <j<4

(0,+) ”

1

1
<c(1—x) Hdw,Tew])iti0<j<f+1

|Dj(’?(50) - HS[V*])|(0,+OO)“

1 1
[/t~ 11Dl < =0 T TG DO < < 241
2 [w](t) &« Zw for o € {c, s, u}

t

— 1 Sd
z(t) J; sin e®ds
X(t) =Df o x(t)x(t) + e%P(t, X, & L)
2
¥(t) = D?f o x(£)x(£)®? + Df o x(t)i(t) + e P(t, x¢, & 1)

j .
ﬁp(tixti E:#)‘ < Cjeyjltl

|D/*1x(t)|e "t < +oo forj > 0
def X i
= ] -vjlt| f
||g||C}g ji%??ff’stlel?“) g(t)|e forall g € C)
£ €(0,&),t € Randforj = 1,..,¢,u € C'(R,R"),Du € C; " (R, R™)

J
dt

S Plueul(®)] < GerF (jlullcs, 1Dull -1 )

x(t) = g(x(¢t),t), where g is £-times

y € @0
(s) g(x(s),t(s))
y()_ds(t(s)) G°y(s)=( 1 )
¢t < rd+ct

P(t,x;) = g(t,x(1))
x(t) = fox(t)+eQ(t,x(t +r(t, x(t)))).
P(t,9, e) Q(t 9 or(t,9(0))).

r'RxR" - RaC’" P mapand Q: R x R® -» R" a C** P map

d

ef
Il co




Plu, e](t) = Pu](®) = Q(t, ult +r(t,u(t)))),
|P[u?](s) = Plutl(®)] < Lip(Q)ls — t| + Lip(Q) | u?(s + (s, u?(s)) —ul(t + r(t,u' () I.

| u?(s + r(s,u?(s)) —ul(t + r(t,ut ()] < |u?(s + r(s,u?(s)) —u?(s + r(t,ul () |
+lu?(s + r(t, ul(t)) —ul(t + r(t,ul(e) |
< ||u2||C1||T'||C1[|S —t| +lug - u%”co[—h,h]]

+||u§ - u% ”CO[—h,h]'

C{’+1+Lip (]R, Rn)
x(t) = f ox(t) + £Q (t,x (t +r(t,x(t+mo x(t)))))
P(t,9,) € Q(t,9 0 r(t, 7y 0 9(0)))

B = max{lirlco, liry o)
rRXR" - Risa C** P map,r: R® » R™a C** YP map, and Q: R X R® » R™ a C** 1P map
| u?(s +r(s,u?(s + o u?(s))) —u(t +r(t,ul (t +r o ul(d))) |
92H \ %02VYPC < | W (s +r(su(s+mou?(s) —u?(s+r(ult +m o ul(®)) |
+ ul(s +rt,ut(t +r o ul(t)) —ul(t +r(t,ul(t + g o ul () |

<lw?ligalirlicalls = el + uPllcalirllcallug — willcop—ppy + 1ug = utllcop—pn]

+Hug — ugllcop—pp

2(6) = f o x(£) + £Q (t % (t +r (t ix(t))))
’ "dt

P(t,9,e0) < 0 (t'ﬁ o7 (t'%ﬁ(o)»
o=

.2 (S (s o) -t <f tr (t'%“l(t)»‘

2 (s +r(s (e ~u? (S tr (t'%”l(t)))‘

2 (s rr (a%al(t))) —ul (t er(o g OD))‘

07H \ §02¥)° <

+

< ligalirllca]ls =t + lu? = ubllgrppn]

+luf = ullcoppp




=9(s) for s € [—h, h]
xX(t)=fo x(t - s‘r(xt))

. 1 1

#(6) = fox(t) + ¢ [Ef o x(t = erCe) S f o x(t)].
1 1 ,
Sfex(t —et(x)) =< f o x(t) = =Df o x(D)x' (O)7(x,)

1
%f ° x(t — s‘r(xt)) — %f ox(t) = —f Df o x(t — asr(xt))x’(t — asr(xt))r(xt)da
0

1
9[Y, €] déf—f Df o 9(—0cet 0 9)9' (—oet 0 9)T 0 9do
0

7: C*H1+LP([—h, h],R™) - R

x(t)=fo (x(t — ety (6,%0)), ., x(t — €T (8, xt))) + P (t, X, €, 1)

1
0i(t,0,6) = f Dif(9(=0eT,(t,9)), ..., 0(—0e, (t,9)))9' (—oery(t, 9))Ti(t, 9)do
0

Df o 9(—cet 0 9)9' (—oeto9)T 0 — Df o p(—0eT 0 0)p'(—0eT 0 )T 0 0
= [Df o 9(—0ceTt o) —Df o p(—0eT 0 9)[I' (—0oeT 0 9)T 0 I

+[Df o p(—0oet o) — Df 0 p(—0eT 0 0)][9' (—oeT 0 9)T 0 I

+Df o p(—0oet o )[9' (—oeT 0 9) — @' (—oeT 0 Y)]T 0 I

+Df o o(—oet e )’ (—oeT 2 ) — @' (—0eT 0 Q)]T ¥

+Df o o(—oeT e @)o' (—oeT o Q)[T ¥ — T 0]

| 02H N\ %0° V3R ()| < [Ifllc2 19l 1zl coll® = ell o

| 02 \ %0° V3@ (5)| < oeLip(Df ° )Lip(@I[9 = ellcoll¥llc2 l17llce
| 0ZH\ 0¥ (S)] < I llc2 19 — ellcallellco

| 0ZH\ £0*¥3°@()| < oellfllcxllellc2Lip@I19 = ellcolrllco

| 021\ £0*¥ @) < [Ifllctllellc:Lip@19 = elleo

1209, €] — Qfo, €]l < L2]19 —ell¢

Gi(t) = Aexe(t, q;(t),q;(t)) + 2 A j (Qi(t)' q:(0), q;(t —75;), 4 (¢t — 7). q;(t + 03), 4, (¢ + Uij))

JES

1
7;;(t) = Z la:(®) — q;(t — ()|

1
o;(t) = z la:(®) — q;(t + 0;;(D)|

Gi(t) = Aext(t, q: (1), q; (1)) + F; ({Qj(t - Tjk(t))}?fk=1r {g;(t - Tjk(t))}jkﬂr

{a,(t + ou )} {0 + @)}, )




735 (t) = €|q;(t) — q;(®O)| + €2(q:(t) — q; (1)) - ¢;(t) + O(e3).

¥(®) € (@) o qn (), 416, ) dn (D)

|4;(®)] < &c, forallj,
lg:(®) — q;(©)| > &, foralli=j.

Tij(t),O'ij(t) >0

lzij = Tijll oo lowy = Gl o < € (||€h' = Gillco + ||la; — qj”Co)

||Tij||C{’+Lip' |O-L']'||C{’+Lip < g(”Qi”c“LiP; |qj||C{’+Lip'€1J€2)'

N[t a0a,]© € eai®) —q;(t —(©)]

|NV[e]() — N[E](O)] = €llqi(t) — q;(t — (L)) |_|Qi(t) N E10)]
< glgj(t — () — q;(t — T(@®))| < eLip(g;)llt — Ellco

e <1/|lq| . and define x = ¢]|q]| .

||N[f; qi,qj] - f”c" < B for 7 a fixed point ofN[-; di, 51]-] by particles §; and §;

T—1T <
It = Tlleo < 7

|V % giq;](®) — 2@®)| = lelgi(t) —q;(t — T(O)| — €]d: () — d;(t — )
elqi(t) — GO + €]q;(t — T(@®) — §;(t — T(@®)|
€ (||61i — Gillco + ||q; — ‘7j||co)

VAN AN

F(D1, oo, Pui; q):=f d*xe™*(py, ..., pp|0(x)|0)

1 1+

Dp
F:=F/F% ~ (W[C,]) = (TrPexp |igym f dx”Aﬁ(x)T“] )

Cn

‘Bi: = {x”(ti) = (1 - ti)xfl + tix;:_l: ti € [0,1]},

9% = g¢mN./ (4m)?

xf=(x; = xj)z =(pi++ Pj—l)z = Si,..j-1-




Ti+1 T
Lo 25 <5 Titl fTj+41 i
lo(i,7) = = dz'dz] DM (x —y),
X, .Tj
i Tj+1

T I'(1—e¢)
i (o =y +i0")

D (z —y) = (A%(2) A"(y))o = — i

T /(1 —u—v)2 — 4uv

_S3aS1 4(q-p1)(q-p3)
u= , U =

512523 512523

dk kMEVY
Déjv(x —y):= (AH()AY (y)) = f m(”uv —(1-9 7) e~k (x=y)

.. mr1l-e)1-¢
Se(t.)):= 472 de [(_xiz,j)e + (_xi2+1,j+1)6 - (_xi2+1,j)6 - (—xizljﬂ)e],
S4q ) .33 B B 9 . B 9 . B ) . - ) .
ij | = s1( :E”) + so( xi+1’j) + s3( $z‘+1,j+1) + s4( g;z.’jH) \
51 S92
= H- = 0
14 | 24 | 34
+ —H 0/0 0
= H- 0 )
13 | 23 = —(—275)" = —(—27,) =0,
+ 0[0 0
= 0
12
0 0




= T
327
= _(_$%,1+)€ - (_$§,2+)E - (—35%,3+)6
217 | 317 | = ¢ € €
_ +1— ol 0 (_x%!1+) +(_$§,2+) + (_$%+’3+)
13 | 23 I
- 80 0 1089
B 12523531 1
12 log(i(qg)g ) + O(E )
0 0

Vi 022)? + (040> .~
= EJ dO‘dT( a?) 22( a®) - iz k;-x(0,0;) +iq - x(—00, )
D i=1

i
Kl=Zk

n n
D ki x(0,0) = q-x(0,00:2) + ) Ki- (x(0,0) = x(0,0141))
i=1 i=1

It Oi+1
=4 x(0,000) = Y Ki- f dd,x(0,0)
i=1 gi

(aaz)z_l_(a x)z n Oit+1 . 0
f dodt +zz K;- f daaax(O,U)—lQ'f dt0:x(7, (7))
z? i=1 i o
j;daAa(T, o)

if dodty - (0;A, — 0,A;) +if - j; doA,(t,0)
D

0ax — Aglx=0 = 0gX’

n

fd (aaz)zﬂ ‘Z famdaA o, 0)+qu dTA, (1, y(0))

i=1

+if dodty - (0;A; — 0,4,) + i - doA,(—,0)
D

y - (0;A, — 0,A;) and rescaling fields (4,y,z) — (\/_ A,Ty ﬂz)




N (0a2)? + A2
<E> S ZJD do‘d‘[(z—z—l(Ao. 'a‘L'y_A‘L' ao-y)
0
_i f ded, (,y(@) - (T, 0psr) — ¥(1,01) — g
SN [ doag0,0) - (K — y(0,0)
21,

—i jg doAs(—0,0) - (—f + y(—x,0))

(941)% + (029)?

(az—f)z +2%(0y)* = =
y(t,00 + 2 — 0%) = y(1,04) + q,
i
y(0,0) =K; = Z k; for o € (0;,0i41),
y(—,0) = ¢ - for o € (04,01 + 27— 0%).

1 1 1
L= 4 aBFaﬁ - Z¢AB[¢&4'¢“B] T 64 [Pas ¢CD][¢AB:¢CD]

1 Lz +nyq) LMz, +nq)
C, P = Efz e dz,--dz; 1_[ P P wie,]

nq,...NLEZ

2€

kH kY ;
D”v(x) = f k2 0+ <T]"W — (1 - f) ) —lk'xz S(k -q— Zn-n)
nez

d*=2¢k k*EkY . )

nez
d4- 26
=Z f K2+ 0+("w

Ilkv> e —ik-(x+nq)
k2

If(i,j):=f d(z),d(z) D" (2 - 7) = Z Ie(i,j + )

nez

Z Le(i,)) =3 hm Z Z 1:(i,))
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Xsp(T): = {p > 0:p € L([0,T]; L n L®(Q)), Vlog p € L=([0,T]; (LP N H*)(Q))}.

T
[ 10@lhyssayde < e
0

Po > 0,p0 € L1(Q) N L®(Q), and ¢py: = Vlog po € (LP N H¥)(Q)




]| 1ollsns @ 190liscora

T’
f 1V () oy dt < o0
0

Po(x): = Cp(1 + [x|*)7*

0cdp + V(@ v) = A + V(1]
1d

S 19I = [ 101772 (<06 ) + 2 + Vo))

= Dpy + Dp; + Dps
0;(1¢1°) = ¢1¢|*2p;0:¢;, £ €N,
Dp, = —f |p1P~2¢;0;(vjp;)dx = —f |¢|p_2¢i¢jaivjdx_f |pIP~2;0;¢jv;dx
R R R
1
=~ | 16 ijomdx -+ | VABIP) v
]R4 p ]R‘l'

14
< Vol @l

Doy = | 10P200uydr =~ | 1P VSR - (=) [ I0PH (00101 ($10:9) )

2

dx

p
2

4(p—2
= [ orriworar 2222 ol

-2 2 14
Doa=2 [ 18P abubede = [ TSP - gdx < CIT- eIl

2

dx < C(IVolle + IVl Il

NI

d _ 4(p—12)
1Bl +p | 1P 1vpdx + [ wig
R* p R*

a
A% = (—A)Z,a> 0

1d

g I + 20T = — | AV v) - Agdx + | AT - A7 gy

=. Dl + Dz
0= - f vj (A%0;p; ) A% pidx — f [A%0;v;¢; — v;A®0;p;]A% Pidx
Q Q

= —f Uj(Aaaj¢i)Aa¢idx —f [Aaalv](P] - VjAaai¢j]Aa¢idx
Q Q

= —f [Aaalv](f)J - vjAaaiqu]Aa(f)idx
Q

< IVl = 1Al




0, = fﬂ ¢;(A%0;; )\ p;dx + fﬂ [A%0;(¢;0;) — ¢;(A%0;¢;)|A*pidx
1
=3 | @ ol | [10(007) - ¢(a010,)a"gudx
< C|IVe|l oA IZ
d
E”‘P”ir’nys < CUIVllz= + IVl bl p s
LP n H5(Q) & W (Q), hence ||V || < Cl|@llLpngs

sup lp(@llys < oo for some T, = T.(lpo llys, IVVIl 2 (0.10y) > O
<t<T,

T
f V() dt < o0
0

¢ € L°(0,T.; L (Q))
p € L2(0,T,; L' N L®(Q))
¢o = Vlog p, € H5(T?) withs > 2

co < p(t,x) < lIpoll oy forall (¢,x) € [0,T] % T?

t
p(t) = e 2p(te) — [ e (w(s) - Vp(s))ds

to

[Vme™f | w0 < Cnt ™ 21| lly=,T > 0

t
Vo)l < C(t = )™ 2llp(to)ll e +f C(t =) 2 [v(S)l=IVp(s)ll o ds

to

sup ||[Vp(®)|l= < Csrllp(to)lloexp (CS,T||V||L1(t0,T;L°°))
te[ty+6,T]

IVo(to) e < llpollieo @1l o co,60;.%)
1Pl o,c0;0%) <

sup  [|Vp(®)llyre < Csr(llpollo + ||Po||L°°||¢||L°°(0,t0;L°°))eXp (Ca,T||V||L1(t0,T;L°°))
te[ty+6,T]

% Vip Vp®V
qu:v(_p): p p®; p
p p

1 1
IVl > < - IV2p ()l + = IV () |7
0 €o

T
f IV (O]l =dt < oo
t




f V()| dt < o0
0

N
b= (H)), 420 ) V(wx),
i=1

1<i<j<N

(H{,\)xi = (—iVxl. - bA(xl-))2 JA(x) =A (xi(l),xi(z)) 1= %(—xi(z),xi(l)) .
L3(AY) € L2()®N
Th, (1,00 Th,(0,1,): L*(A) = L*(A)

(T,1,00W) (1, x2): = €7 PR 20 (xy — Ly, X3), (Tp 0,0,) W) (e, X2): = €P22¥14h(xq, X — Ly).
Y(L1/2,x;) = (Tb,(Ll,o)l/})(—L1/2'x2)' Y(x,Ly/2) = (Tb,(o,Lz)llJ) (x1,—L2/2)
E,:=|b|2n+1),n €N
Efplw] = Trpzam) (Hpw)
0<y <LTrpzuy=N=plAl
Wslater : = |Wsiater {Wslater | Wsiater = fi A=A fy
R IYs= Trion () + | dx [ dyote = )lyGe ) = e )P

Efplw] = ELly] fory = 0@

Veu = fin(Hp) = e~B(Hp—1) (Id + e‘B(HlIJ“”))_l = (Id + eB(H{’\_”))_l

1
fen(D):= T+ epcm € R

8{{\‘1? [v] =TrLz(A)(Hl§‘y) + AfA dx U dx'8(x — x") fA dyv(x —y)y(y, y)] y(x',x)

—AfA dx UA dx'v(x — xD)y(x, x| y(x,x")

=TrLz(A)(H{,‘y) + Af dxWA[y](x, x )y (x', x)
A

=Tr;zy) ((H{,‘ + /'lWA[y])y)

WA IGex'): = 60x — x') fA o = Yy y)dy — v(x — Yy (e %)

Hplyl:= Hp + AWA[y]




Y = f(Hll)\,A[y*])

1
. — : A
Enrly]: = Ll,lLlir_lm 1Al Enrly]

1
lim —=Tr;205(¥) = v(0,0)

LyLz=eo |A]

p=py=
Eurly] = Tr((Hy + AW [yDy),
Hy:= (—iV — bA(x))%, A(x) = A(xq, x3) = %(—xz,xl),
Wyl(x,x"): = 6(x — xDv(x)py, — v(x —xDy(x,x),

W) = 80 =) | e =y)f Gy + W) )y
—v(x —x")f(H, + W) (x,x"),x,x" € R?

1
d(x,x"):= (xx1 — x1%5)/2 =:§x’ Ax, x,x" € R2.

p(x,x") = —p(x',x)
(Tpy ) (x): = PPNy (x — ), € L*(R?),
T(x,x") = el?PX)F (x — x"), where Fp(x): = T(x,0).
F(x) = f(Hp + AWg)(x,0)
Wp: = UR v(;v)dY> F(0) + Zp, Zp (x,x"): = —e??@*)p(x — x")F (x — x')
v(x) = e~ *™ln (|x|)
BCy(R?):={G € BC(R?) | G(—x) = G(x), Vx € R?}
BC(R?):= C°(R?) N L*(R?)
sup (x)*|f® ()| < 0
X€[0,00)
Hb,ﬂ.,F: = Hb + /‘lWF,A ER
@] L (F)() = ©3(F)():= f(Hpar)(- ,0) € BC(R?)

®,(F) =F,F € BCy(R?),

F(a) % £ (o) [[ O (RINF = Gl

Nb
I(Ppan) = Pran(0,0) = o




Py = Poow = fu(Hoar,,) = fu(Hoao) ~ 1]

07(Ppan) B 07(Pyon) 3
2T b =27 b =N

109p(E)] < CalE)™,VE € RE.
L Op @)= o [ de [ dx R0 CIp(e),
]R‘l— ]R‘l

d(x,y) = (2y1 — x1y2)/2 =x - yl'
Wy )i = PPN g(y —y)(2m) el 07N, y € R

supp(g) € (L2 CR%, ) gi(x—y) =1
YEZ2

FE)= ) Wy (W, f)

Y,y *EL?

f= z Wy (Py f)

Y,y *EL?

(fufe)= Y (9O-NHIO-NF) = ) (PG = )fi, P Vg -1f)

YEZ2 Y€EZ2

(fuf2) = Z (flitpy,y*)(lpy,y*rfz)

YEZ2

FE)= ) Wy (¥, f)

Y,y *€EZ2
(W), oeze \ RES(R?) > L2(R?)
|(‘Pa'a*,RLPB,B*)| < Cla— By ™a* — B*Y ™ Va,B,a*,B* € 7.

(fuRf) = @) [ ag | drdyet ey (22 ) R )
R* R* 2

(fuRf2) =(R*f1, f2)
= z (R*f1,Wp p-WWp g f2) = Z (fuRYs 5 NWp g f2)

B.B*€Z? B.B*EZ?

= Y (e R} [ dx W O IHOE)
a,p.a*,B*€L? R*

- Z (Voo R¥ppe) X

a.p.a*,B*€Z?

X » du dv¥, o+ (u + ;) Wg g+ (u - ;) 12 (u - ;) fi (u + ;)




R(wv) = Z (Woa RWp 5 War (u + g) W - (u - g)
a,pB,a*,B*€EL?

N
eibdW) — o-ibd(xy) Z

N -
. . v v
(W §): = Z (Voo RWp ) - dvelbPume vy, . (u+ E) W (u— E)

. dveltPue=itvy . (u + g) Wp g+ (u - g)

el(B-B*—a-a®) giu-(b(a-p)* +a*~p")
= X
(2m)?
i * * v v
X dvelv (~E-but+(bat +bpt+a’+7)/2) (u +o- a) g (u -7~ ﬁ)
R4
ei(ﬁ'ﬁ*—a'a*)eiu‘(b(a’—ﬁ)l+a*—ﬁ*)
(2m)?
8 f dwel(w+a=p)-(=§-but+(bat+bft+a’+£)/2) o (u Jwoaop ) g (u _wta+p )
(-2,2)2 2 Y

ug (a+p)/2+(—1,1)>
(E+ @ +p9/2)™
(u—(a+p)/2)" @+ (@ +p)/2)™

u—(a+p)/2 ¢ (-1,1)>°

w)a = B)" = (a" = p")"

R = 0pA(r) with r € SJ(R?)

(T )(x) = ePPEAf (x - 2)
(fu,Rf2) = (t2f1, RT,[>)

—px+22)+d(x+zy+2)+ oy +22)=¢xy) = oW u)

0= fw dé » du dueif.ueibqb(v.u)(r(u +2,8)—-rwdfy (u + ;) f (u _ ;)

F(xry) = Z (F(x")rtpa,a*)qja,a*(y)'xry e R*

a,a*€7?

f1(x¥) = (F(x,), Yaer) and () = Y00 ()

0= f de [ dudveveCn (r(u + 2,8) — r(w O (u+2,u—1)
R‘l‘

R* 2 2




o v v
SRYH3F(wv) P G, é):= J. dvelé veilbdW R (u +ou = E) € S(RY)
R4

0= fw dudé(r(u+2z:¢) —rw,&)6(u, )

1
i = Zi[Hp, )] = (—ioy, — b4; () j € (1.2}

A(x) = (1/2)(—x2,%1)
R: [2(R?) » L2(R?)
[Tll [TZr [Tn; R] ]]vn = 1:
(@ = B )(¥aa RYpp0) =(X;W a0, RWp,p+) + ((e1d — X)W, R¥p p°)
~(Wao RXWp g ) — (Woar, R(Bj1d — X; ) Wp p+)
=(Pa,atr [Xj R Wp,p+) + ((a1d — X;) Wt R¥p p+)
_<q}a,a*' R(led - Xj)qjﬁ.ﬁ*)

((aj1d = X;)Wa o, R¥p,p°) = (Waar, R(By1d = X;)Wp )
/\(xj ~7) \/g(x =) © (Yo X, R W p0)
(a5 = Bi)(Paar R¥p o) A (2 — ﬁj)n<lpa.a*'RqJﬁ.ﬁ*>
(—i0y, — bA;(x)) PPN = eib®EN (—ig, — bA;(x — 1))

(& = B ) (Waa R¥pp) = (We 0 RWg g+) = (Paar, RI; Wp )
n

(ajfﬁ;xlpa.a*'mpﬁ,ﬁ*) T (‘7‘;’k - ﬂ;) (lpa,a*'RqJﬁ.ﬁ*)

(flﬁ OpA (p)fz) = Z <f1; l'pa'a* )(lpa‘a*, OpA (p)l'pﬁ‘ﬁ*><q{8’ﬁ*f2)
a!B;a*,B*EZZ
(qja,a*» OpA(p)\l—’B’B*)eiﬁ'B*—ia-a*
= (2m)~? ) dé , dx dyelb®@0 g(x — q)e=1a X ib®(xY) i (=N (£)elbdDB) g (y — B)elf™Y
R R
E—(a*+ B2
x+y-—a=p)/2ou
x—y+ B —aP- v
(lpa,a*» OpA (p)‘l—’ﬁ,ﬁ* )eiﬁ'ﬁ*—iau*

— (27.[)—2ei(ba-ﬁl+a'ﬁ*/2—ﬁ'u*/2) (d()eib‘l’(x"")Te(x—x') du dvei[(-(v+a—p’)—u-vJ'+u-(2b([§'—a)l+[§'*—a*)]
R# R#
xp+ (@ +B)/2gu+v/2)g(u—v/2)

p({+ (a"+p")/2)gu+v/2)glu—v/2)




p € S;™(R?) and q € Sy (R?) with m,n > 0, then t € S5 ™(R*)
Op“(t) = 0p“(p)Op#(q)
Pe(€) = p(£)e 6%, g (&) = q(§)e <@
ePPCNp (x — y): = PPN (2m) 2 f dEpe(§)eid ),
]R‘l'

PO (3~ y)i= N @) [ dEq ()
R4

dyeit(#En+e(rx))
R4

Pe(x =)qe(y —x)

Te(x):= . dyeibd)(x'y)pve(x = ¥)qe(y)
R

t — —i&x _ —j LY. (x=v) .= i
(© =] e T = dy [ dre @ e )

= || dpee+ byHi e

Gge(y) = Z lIJy,y* (Y)<pr.]/*' qe)
Y,y *€EZ?
= Y @ 2gl - eI | dwgw —y)e 7 wng )
Y,y *€EZ? R* ‘

te(§) = Z (Zﬂ)_zf dype (€ + yH)e €V g(y — )l +br) -1
Yy €z? R*
—i(v* 1y, _ ~
X » dwg(w —y)e i(y"+by*)-(w NG, (w)
- Z (2m)~2 f dype(§ +yt + yL)e €0 g(y)eilr+ort)y
VY Er? R*

—i(y* LY ~
x| | dwg@e 07+, G +y)

= > @m [ dyeltr -9y (c 1yt 4y )

Y, y*EL? R

—i(v* LYo ~
x| dwgw)e 0T IVG (wty)

fw dwg(w)e "YYW (w +y) = (2m)7 f dnqe (e f dwg (w)el(r=r"-or*)w
R* R4

= invy g — ¥ = = i ) * 5
fw qe(me" g —y* —byt)dn = fw elMYIYg (n+y* + byH)gmdn




of | | ayel s gyt yHg()

. * J__ . i .
= Z CrorsV) J dye! (V' + Y =Oy=RY oL p (£ +yH + ¥y 9 ()
o<ir,s<N R*
(y*+by+=§)

e = [ o +ynm) ((0,,) )

n
= G| et + yIGE0ITE
R
k=0

Pei(E +y1):= 077 pe (€ + y4) and qeie(m): = 0¥ qe(n). We write £ = (&; + v —y)" and

n m
ey TIO =N G | dypesr(§ 4y DT e
R

k=0 r=0

Pejer(§): = & Pei(§) and qe g r () = 6_,,}%5‘616(77)

fo@)+ O+ () =1
{&] = 1&l&1| > 1€21/2}
{1€] > 1&|&;] > [611/23

()M ()Mt

te($) = fo(§)te($) + Z GTTHEOET ()

j=1
(0p (D) f1, f2) = (Op* (P)OP* (D) f1, f2)
Hy = (=iV, — bA(x))? with b > 0
(Hp + D7 s(mz) = 0p* (1)

(X1, 1] = [X,, 1] = i, [y, T1,] = ib, [X;, Hp| = 2il1;,
[y, Hy] = 2ibIl,, [T, Hp] = —2ibI1,

[T;, (Hy + D7 = —(Hp + 1)7T}, Hp | (Hp + D72
X;/(1 +ieX;) and IT; with (1 + eH,) "*11;(1 + €H,) ™
(@ = B)(Waa RYsp:) = (X;Wa0r, RWp g) = (Waa, RX; Wp )

X;/(1 +ieX;)

(fu f2ds (r2),s(r2) = ((Hp + 1)OPA(r)fl’fz)s'(mz),s(mz)
= (0p* (N fy, [(iV, — bA(X))? + 1Hf2)s'(r2),s(r?)




— A b ’
(Fu fodst sy = (00% ( |(240 +127¢) +1|r )t

§'(R?),5(R?)

b 2
1= [(ZA(g) + iEVg> + 1]r(§)

bZ
r($) <bis‘15§2T(s‘) — bigy06,m(§) — AT (D) + 1)

NG
e bi10g,7(6) and — 1 bigy0, 7€)

(z)N
min{1, dist(z, o (H))}"

1091, (D] < ()2

[X;, W] = i0p* (9, w), [11;, W] = ibOpA (0g,w), [, W] = —ibOp* (3¢, w)
H=-2)"'=I;H+D) ' +EZ+DI;H+1D)'(H-2)""1
I;(H+ D™ =1;(Hy + D™ = I;(H, + DT'W(H + 1)1
W) = 80 =) | e =) Gy + W) )dy
—v(x —x")f(Hp + AW)(x,x"),x,x" € R*

v(x—y) =V(xy)

(x)™v(x) € L*(R?) foralln > 0
v(x) = e~**ln (|x|) with @ > 0
TpyTTp—y =T forall y € R?

* — =1 _
Ty = Tby = Th,—y

(tpyTTh—y ) (x) = f4 elbPCNT (x — y, x")elt?" =Y yp(x’ + y)dx'
R

- f ePCHNT(x - y,x' = )P )dx’
]R‘l‘
elb®O—X"V)T(x =y x' —y) = T(x,x") forallx,y,x' € R2.
T(x,x") = e F (x — x")
(o) TTh—y )Y (%) = f . eb9(r=x"7)eib@ (v V) (x —y — x' + y)p(x')dx’
R

= f ePSCox )y (x — x ()’ = Tap(x)
]R4

TpyTY = T1p, 1 for all P € C5°(R?)




F(x) = f(Hp + AWp)(x,0)

Wp = <f]R4 V(J/)dy> F(0) + Zp, Ze(x, x"): = —ePP(xx )y (x — xVF(x — x")

BCy(R*) = {G € BC(R?) | G(—x) = G(x), Vx € R*}
Hpr = Hp + AW
L*(RY) 3 F » Z(F) € L(L*(RY))
(Z(F)(x,x") = —e?P(X)p(x — x"YF(x — x").

Z: L2 (R*) - L(L2(RY)) A lv]| LL(RY)

@)=~ | e u@F e e PR

1/2 1/2
IIZ(F)II £(i2(m")) < (Sup I(Z(F))(x,X’)IdX’> (SUPf |(Z(F)(x, x’)ldx>

x'eR?
< M9l ey I ll oo ey

Well 2oy < 19l gaoy (IF O]+ IFll o ms)) < 2110l Il ooy

we® = ([ vy )r0) - [ exoeoreom e sy

N
in
€32=x+iy m Gu(@i=20) ) —gM@y" €C

— 1
0, =5 (0 +19,)

gNlR = 9|R.
lgn (@I Crfz)™, vm>0
10,G2(2)| < Crun 13(@)|¥(2)™™, vm > 0.
1 3 5 -1
sD=-2[  aaveT - drdy
T JRX[-4,4]

sup (x)"[f®(x)] < o0
X€[0,00)

pee( ] sy

n>0

£ (Hppp) e, x"): = e28(*) (2m) =2 fw e = )pp(§)de

f(Hpar)(0) € BC4(RY N S(R)




SUB (€)"10° @r(6) = Po(EN] < CIAINF = Gl =(a

h=1on [infa(Hb,A,F) -1, 00) and h=0on (—00, infa(Hb,A'F) - 2].
fie(x) = h(x)(x = D*f(x)

f(Hpar) = (Hpar — i)_kfk (Hpar)

f(Hpar) fk(HpAF)

I e [} @

SO_Z(]R4) So—zk(R4)

(Woars fi (Hoar)¥p,57)

1 3(F —_
== ;J‘ az(fk)N(Z) <lpaf,a{*, (Hb,ﬂ.,F - Z) 14’3#*) dx dy
RXx[—4,4]

Mj:= (i/2)[Hp, X;] = —i0y; — bA;(x)
(Hpar — Z)_l 3 1r,r € S5 2 (RY)

[X1,00%(r,r)] =10p 4(9g,76),  [X2, 00 ()] = 10p #(0¢, 7 r)
[, 00" ()] = ibOP* (9, 7). [Tz, 0p* (rzr)] = —1bOP* (g, 77

[b = 19l (goyM, o)
we-o®) = (| v0)ay) (PO - 60D - @m2 | X (FE) - GeoNax

f(Hpar) = f(Hoic) =((Hb,/1,F - i)_k ~ (Hpa6 — i)_k) fi(Hpar)
+(Hppo —1) (fk(Hb,/l,F) - fk(Hb,/l,G))

(Hoar —1) " ~(Hpao —1) " = ((Honr = 1) = (Hoag —1) ) (Hpar —1)

+(Hong —1) ((Hoar —1) " = (Hppo —1) ) (Hoar —1)

ot (Hpag —1)  ((Honr =1) = (Hpae —1) )

ANIF = Gll o gy

fe(Hppr) = fie(Hp26)

AIF = Gllyomey @ IAIIF + Gll oo (e

(lpa,a*: (Hppr — Z)_l X AW (Hp 2.6 — Z)_l [ lPﬁ,ﬁ*>




©] ,(F)() = ©2(F)C) = f(Hpar)(+,0)
M > |If (Hp)(* 0l oo ey
IPe(§) = Po ()] < CMIAIE) .
103 (F) I ooy < 102 (O)l 0oy + €121 <
f(Hpr)(x,x") o F € BCx(R*)
®;3(F)(*) = f (Hpr)(+,0) € BCy(RY).
@, (BCy(RY) € S(RY)
®,(F) = F,F € BCy(RY),

A:={x € R?||x I< L}

1
lim m |Tr(XLPb,/1,N) - Tr(XLPb,O,N)| =0

L—ooo

Ppan(y) = fu(Hopr, ) (% ¥)
|Poan(ey)| < Clx—y)™™ v,y € R
XiPpan(®)® and (o) 3Py ;5 v
|Ppan (6 ¥) = Poon(x )| < ClAl(x — y)™™, Vx,y € R%.

|Poan = Poon| < 1/2

-1/2
Uz = (1d = (Poan = Poon)’ ) (PoanPoon + (1d = Pyan)(1d = Pyon)),

PpinUy = UpPyon

o\—1/2
Va = ((d=(Poan = Poon)”)  —1d) (PoanPoon + (1d = Pyan)(1d = Poo))

+ (Pb,l,NPb,O,N +(1d = Py n)(1d - Pb,O,N)) -

-1/2
(1d = (Pyan — Pron)’)  -1d
h(z):=(1—-2z2)"Y2-1

P h(2) h(z)w
h(w) = (2mi)™?! |z|—§Z dz = (2mi)~?! |z|—§mdz
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@nyr(z)) I3l _
Kpp(z,x —x") = m—zf [l(P 10)2] Kv [l(P lO)ZZ] —ik(x=x") gV
(271)"1‘

1
W(z,x—x")= 3 [Kp(z,x — x") + Kyp(z,x — x")].
by :

z22 112 1
Ke(z,p) = o) [—i(p + iO)E] sy [—i(p + iO)fz]

2

v %
L v

Kip(z,p) = 22 [i(p iO)%]EJC [i(p zO)%z]

Kg(z,p) = H(k®)Kp(z,p) + H(=k®)Kyr (2, p)

Ka(z,p) = H(k®)Kar (z,p) + H(—k°)Kp (2, p)

600 = [ p@etax

0= lim ¢(k) = lim d(x)e**dx = f d(x) Jim etkx gy




lim etk* =

k—oo

222

KF(ZJO:WJ [ l(p+10)2] va[ l(p+lO)22] —ikex v,

N
ko = lk()E,xo = lXoE, ktz;: = k(Z)E + kz, and xé = xgE +f2

KF(ZriE) = —J. k :}CV(kEZ)e_lkE xEdvk

Koz, xp) = ir(v) [ z ]

vin ()7

irv)
n121F (2) z2 — x2 10]

v

Kr(z,x) =

ir(v)
Kap(z,x) = n12_}F (%) [22 —x2+ iO] '

a-v)
z

2 b s zicn v o] L2A=M)
02p(zp) + 0,60 - {|Fito £10)2| +=—b(zp) =0

2

v
u= Z+A(A—v)

bz(z,p) = z%yc,t [$i(p + iO)%z]

Z

Pz(z,x) = f a(E)%u [?i(p t iO)%Z] e~ tkxqvi

(2 )Y

T T N5 —ikx JV], —
Be) = b)) =g )vf a(H)K, [+l(p+10)26]e kxguy =

—ik-x Jv
(Zn )vf ¢E(k)e dvk

"
a(k) = — de (k) i
7%, [Tri(p + iO)Ee]

+L(p + 10)22
¢x(z,x) = (ZTT)V ff ]¢e(x')e—lk (x—x )dvkdv

+L(p + lO)ZE]




] 11
v %, |Fi(p +i0)2z

1 z u - '

Kps(z,x—x") = ( )ZJ - T 1 g—ik-(x=x") gv

K, | Fi(p £ i0)2e

] 1 1
7(,1 —i(p +i0)2z _
I | e—ik~(x—x’)dvk

[ 1
K, [—i(p +i0)2e

1
' 1 z 2 :Kﬂ [i(p _ l'O)fZ] —ik-(x=x") gv
Knaret =) = ()’ 7, [io - io>%e]e o

27T (W)
(—D)k(p + i0)Zek

1 ;
X, [—i(p +i0)2e| =

N|<

[ 02 i i ¥ —ik-x qv
Mpp(z,x) = (2 Y 2" 1F(u)f Ky —l(p+10)22] [—l(p+10)2] e d'k

5 lzZ
MmF(Z'xE) (2 )VZU 1F( )

f KA, (kgz)e R e qvk,y

“‘%F(ﬂ—%)< 2 )

M, r(z,Xg) =
TR T \2%+xg
e’V T(y) z 14
MmF(Zl x) =
2 T (]/ _ %) (z2 — x? LO)

M (€,x) # 8(x)
Npp(€,x) = EV_meF(E, X)

e’ T(y) z 4
Minar(z,x) = 7'[% r (]/ _ %) (22 —x2 4 iO)

< 0(%)0(x;) >= —f \/EauK(}’o'y — %1)0"K (yo, y — X,)d"* 1y

O0<y,=z<oy, =x,u#0

< 0(E)0GE,) >= — f lim [z VK (2, % — ,)0,K (2, % — %,)]d"x

Boundary

z-0




lln(l)K(O, fl - 562) = 6(%1 - 552)

zZ-

<0(X)0(%y) >= —lirr& [zY17V0,K (z,%, — %;)]
z—

rv+1) 1

<00y >=— —
1 2 1.[12_}1" (%) (xl _ xz)zv

< 0E)OGE) Sm= — f [Z17VK, (2, % — £,)0,K (2, % — &,)]d"x
Boundary
Km(e,f — 56')1) = 6(3? - J-C)l)

<0@E)0R) >p= —f 6% = %)z 0,K(2,X — ;)] ,=¢d"x

< 0(7_51)0(3_5)2) >m= _[Zl_vasz(Z’ 9_5)1 - J_5)2)]z=e

R eV |2z [ Kukz) ...
< O(xl)o(xz) >m= —Waz [(g) me_lk'(xl—xz)dvk
u

zZ=€

_i%.(fl_.fZ)dvk +

1 32 vV X k
v Z
€ [ 7_1 y_( )

<O0(%)0(Xy) >p=— 27
YRR mm T T omyy |2 Ky (ke)
[ D s
Ky (ke)

Z=€
, _ K
7('#(2) = —Ej('u + .’K'u_l
e Ky-1(ke) e
(2m)v JCu(ke)

<O0FE)OFE,) >=€" (# _ %) 5(#y - 2,) — %) Vi

< O0(x1)0(xz) >p= ilin(l) [2'770,Kp (2, %1 — x3)]
zZ—

r(v+1) 1

<O0G0G) >r= = n12_/r (%) [(X1 — %)% — (x109 — x20)?% + 0]V

< OGN0 5 LD 1
ITa) Zar= 23T (%) [(%1 — %2)? — (x10 — X20)* — i0]”

< O0(X)0(Xy) >mp=i[217V0,Knp (2, %1 — %)) 5=¢

el-v Z)%f K, [—i(p + iO)%Z]

— - e—ik-(xl—xz)d‘vk
X, [—i(p + iO)EE]

<0000 >me= i 50 (¢

Z=€




< O0(x1)0(x2) >mp=1 e (i) vy —

_Zz

1
a3y % [—i(p+i0)22]
2 |2 f

1
K, [—i(p + iO)fe]
1K, [—i(p + iO)%z]

4
izz | (p+i0)2 I
K, [—i(p — iO)fe]

e—ik-(xl—xz)dvk
zZ=€
< O(x1)0(xz) >p=€ (H - E) 8(x1 —x3) +

el-v lj(ﬂ—l [—i(p + iO)%e]
_(211)" f (p +i0)2

- e—ik~(x1—x2)dvk
K, [—i(p + iO)fe]

< 0(x1)0(x2) >mar

1
v 1% [i(p - i0)ie]
(27‘[)”_[ (p —i0)2 X [i(p - io)%e]

=€V (,u - %) 0(xy —x3) — e~ (x1=x) g

(P(t' Xl' XZ) = l/}(t' X1, t, XZ)'

W) =W Grax) 44 | D) [ a6, Ger — xDGar, = XDKGeh x5 ek )
K(xq,%5) o< 8§((x; — x2)?) where (x; — x,)?
(P(O‘XLO‘XZ) = (pO(xleZ)

i0:(t,Xq,X;,) = (H{ree + H;ree + AV(t,xl,xz)) @(t,X4,X5)

@(t,X1,X5) = @ (£,%4,X,) +lf dt’f d3x1d3x5Gy(t — t', % — X1)
0

X Gy(t —t', X, —X3)V(t',x1,X3)p(t', X1, X5)

gofree (t, Xll XZ) = (e_i(H{ree +H£ree )t(p()) fi (Xll XZ)
(iat_Hkree )

1
G?Ym — E(Giret + Giadv)

4

ty tz
[Can [ @xi [Can [ @ wed
0 0

(Op+m)pTee =0,k =1,2

1
K(xq,%3) = %6((9‘1 - xz)z) = G3™ (x1,x3)




K(xy,%3) = K(x3,%1)

d G sym

U] SHG, ()

1 cos (m\/?)

2 EH(xz) N
1 m
3| 520G~ 4m/FH(x2)]1 (m\/a?)

Gret(x) — H(XO)Gsym

2’ tl tz
Y(ty, 2,65, 25) = PT (81,24, 65, 2,) + Zf dt{f dt; f dzydzyH(ty — t; — |z, — z1])
0 0

xJo (ml\[m )2 |z z1|2>H(tz —ty— |z, — 2o <m2\/(t2 ) — |z, Zél2>

X K(t1, 21, t3, 22)W(t1, 21, t3, 23)

1
K(t1,21,t2,2) = EH((tl — )% — |2y — 2,1%)

A t1 t,
Y(ty, Xy, t5,X,) = PTee (£, x4, t5,X,) +Wf dt{f dtgf d*x;d?x)
0 0

cos (my/(t; — £1)? — |x1 — X1 |?)
\/(t1 —t1)? — |x; —x7|?

. €0 (myy/(t2 — t3)% — [x5 — X512)
\/(fz —t3)? — [x; — X352

X H(t; —t; — [x; —x10)

H(t; —t; — |x; — X3])

K (t1,%1, t2, %) (81, X1, £2,X3)

A t1 t,
P(t1, Xy, 12, Xp) = YT (b1, Xy, 15, %X,) + G )Zf dt{f d4X’1f dtéf d*x)
0

X(S(t1_ti_|X1_X’1|)6(t2_té_|X - X5])
|x; — X’1| X, _X'z|

K(t1,x1, t2, X)) (1, X1, t3,X3)

H(t, — Ix; —xi|) H(t; — x5 — Xx3])
PY(ty, Xy, tg,Xz) = P (¢, Xy, t5, %) + —— f d*xjd*x;
(4 )2 |x; — X’1| |x; — X’z|

X K(t; — |xq —x1], X7, t5 — X5 — X5, x5) ¢ (t — |xg — X3, X3, t, — [Xp — X3],X3)

By:= L% ([0. T]%tl,tz)’ L? (Rgipxz)))

”lp”Bd - eSS Sup ”ll)(tlID tZI Ij)”L2




f(t1,Xq,t2,X3)

K(t1,%q,t2,X3) = X — %]
1~ X

K(t1,X1,t5,%3) = 6((t1 — £2)* — |x1 — X,]%)

=06t —t, — IX; = X|) +6(t; — £, + [x; — X
T 00—t = k1 =Xl + 6~ £ + Iy — X, )]

By = L7 ([0, T1Z, 1 P(REE 1))
l(ts, 0,5, D)2 — +ypree
(Og+m? = ER)p = 0
O,=V,VH
§=(d—1)/(4d) = zford = 4
(Ogx+ mé — ER)YIT (xy,x,) = 0,k = 1,2.
dv(x) = /—g(x)d**x
(Bg+m? = ER())G(x,x) = [~g ()] 26+ (x, x"),
[ @ st o e = r
ds? = a?(n)[dn? — dr? — si(r)dQG ]

r2, curve (k = 4)

sinh? (r), open (k =—1)
k() = {
sin? (r), closed (k = 1)

Jap = ngab

[ o [y 00

(Og—¢R) = Q¥(Dg~— gﬁ)a‘%

(0,— &R)¢ = 0, then § = Q%qb fulfills (05— ER)p = 0

5 d-1 d-1
G, x) =02 (0)Q 2 (x)G(x,x")

(95— §R)G (x,x") = [-g ()] /28D (x, x)

GFEt (U:Xr U"X') = H(W - W')Gsym (W:X' TYIIX’)




%% = = |x|?

ds? = dn? — dr? — sinh? rdQ3

d | G™ (x,x")

1 !
L SH(Ge=xD%)

) 1 1 H((x — x")?)
2n [ama@m)I? \[(x = x7)?

3 i;a((x—x')z)
2ra(m)a(n’)

1 S(n—n"Fskxx))
Gret/adv X, ',X' — ’
(%, x) a(ma(n’) 4msinh (s(x,x"))

ds? = dn? — r¢(dr? + sin? rdQ3).

Go(,x') = i i s(q,q") + 2mnr, 1
PR T gty La Sin(s(q,q))/m0) (7 — 107 — (5(q,q) + 2mnrg)? — ie

n=-—

x €ERx1yS3asx = (n,q) withq € 1,5%;5(q,q")

1
=P—+ind(x),
X — i€ X w6 (x)

GSY™(x,x") = ReGg(x, x").
1 - S + 2mnr,
GY™M(x,x") = Z —06((77 —1")? = (s + 2nnry)?)

B 4mry sin (s/rp)
n=—oo

svm N 1 1 o s(q,q) + 2mn N2 ,
Grvwce(6%') = 4na(n)a(n’)n=z_w sin (sGa,q0) 1Y Gl 2

av(x) = a'*¢(m)dnd*x




Y(1M1,21,M2,22) = wﬁ“ (M1, 21, M2, 22)
A M1 1 M2 ’ 1 ' 20\ A2 (]
+§f0 d771f0 dny [ dzidzya® (ni)a?(n5)

XH@my —n1 —|z1 — z21DHMy — 13 — |22 — z2DH((n] — n3)?

= |z — z31*)(n1, 21,12, 23)

1
K(M1,21,M2,22) = EH((Th - 772)2 — |z — Zz|2)

A M1 2
Y11, 21, M2, 22) = lpfree (M1, 21,12, 22) + P dn; dn; j dz{dzéaz (ni)az (m2)
0 0
X H(ny — 0y — |21 — 21 DHz — 03 — 122 — 2, DK (1, 21,3, 22)9 (01, 21, 05, 23)

1 1 M1
( ;X 1] ;X ) = free ( 'X 4 ’X ) +
Y(N1,X1,72,X2) =Y N1,X1,M2, X2 2m)3 [a(m)am)] 2 ),

N2
ant [ dny f d*x d?x)
0
, o Hpp—ni—Ixg —x11) H(pp — 13 — X2 — X30)
Xaz(Th)az(le) L ,12 L 1, > 2 ,22 z 2, >
V@ —nD)? = Ix1 — X112/ (12 — n3)? — X, — X5
L H@ =) % - %)
V@i —np)? = Ix] — x5129(n1, X1, 15, X5)

K(m1,%x4,m x):i 1 H((1 —12)? — X1 — %, (%)
1,41, 1[2, 42 27T [a(nl)a(rIZ)]l/z '\/(nl - 772)2 - |X1 - X2|2

a2 a2 () K (11, X1, 12, X5)

1 1 M1
( ;X 1] ;X ) = free ( 'X 4 ’X ) +
Y(N1,X1,72,X2) =Y M1, X1, M2, X 2m)? [a(m)am)] 2 ),

N2
ant [ dny f d*x d?x)
0
, o Hmp—ni—1xg —x1) Hmy —n3 — X, — X5])
Xaz(nl)az(nz) 1 ,12 1 1’ : 2 ’22 2 2, :
V@ —nD)? = %1 — X112/ (12 —n3)? — x5 — X5
x K(n1,X1,M2, X)) (M1,X1,12,X3)

21 1 M 4 M2 4
dn; f d*x dn’ f d*x!
G ataly) Jy ), P 2
5y —n1 — Xy —x1D) 62 — 13 — %2 — x3])
x a?(n))a?m) - -
(771) (TIZ) |X1 _ Xll |X2 _ le
X 8((ny —n2)? — X1 — X3P, X1, 13, X5)

Y11, X1,M2,X2) =T (11, X1,12,X2) +

1
K(M1,X1,M2,X3) = %a‘l(m)a‘l(nzw((nl - 772)2 —|x; = Xz|2)

a t(m)a () K (1, X1, 12, X5)




A 1 , ,
ey e
H(my — Ixy = x1D H(p — x5 — X3])
Ix; — xjl X, — x5
X Ky — 1% — X1, X5, 12 — X5 — x50, x50y — |Xy — X1 |, X, 12 =[x — X5],%5)

a”'(a (1)

Y11, Xq,M2,X5) = P (11, %1,72,%;) +

x a?(ny — |x; —x1Da®(m, — [x; — x3|)

K » X1, X = o) - - , + o) - + ,
(M1, X1,7M2,X32) 4rsinh (S(Xl,XZ))[ (771 2 —s(Xg Xz)) (771 n2 +s(X4 Xz))]
a () a ) K (11, %1,12,X3)
Y01, X1,M2,X2) = YT (1, %1,72,X,) + A ! f d4xif d*x;
(4m)? a(ny)a(y)
H _ ! _ , ! H _ ! _ , !
X a2(n)a2(nb) (711 M S(X’1 X1)) (772. M2 S(Xlz Xz))
sinh (s(xl,xl)) sinh (s(xz,xz))

X E(’h - S(Xl,Xi),Xll,T]Z - S(XZ'XIZ)'XIZ)w(nl - S(Xl,Xi),Xi, N2 — S(XZ'XIZ)!XIZ)

A 1
m)3 a(m)a(n,)

T T
V(11,4112 q2) = PTee (nl,ql,nz,qz)—(4 f dn} f dn f dQs(q1)dQs(q5)
0 0

s(qq1,q1) + 2ml

271 2(n!
x a*(ny)a*(ny) Z sin (S(Ch:q{))

ILmn=—oo

s(q2,q3) + 2mm , ,
22 8((2 —15)? — (s(qz, @b) + 2Tm)?)

8((1 —n1)* — (s(qq,q1) + 2mD)?)

sin (s(qz,qé))
S(q,’q,)+2ﬂn 12 12 12 12 ! ! ! 12
2= §((n; — n3)? — (s(q4, 45) + 2m) )P (ni, g5, 15, 45)
sin (s(q1,q3))
—(4m)~! s(q1,qz) + 2mn
K(M1,491,M2,92) = L2 8((1 — 12)? — (s(q1, q2) + 2mn)?)

a(m)a(m;) s sin (s(q1,q2))

a *()a *m)K (11, 91,12, 92)

6((n; —n)? = (s(as, q0) + 2m)?)
1

N 2|s(qi,q}) + 2mn

| [6(m; —ni — Is(qi, qi) + 2mn]) + §(m; — n; + Is(qs, q;) + 2mn])]

[oe]

A 1
(M1, 91,12, 42) = P (11, G1,M2,42) + Zfdﬂ’dﬂ’
Y1, 91,12, 92 Y N1,91,M2,92 4(4m)? a(771)a(772)lm 3(q1)dQ3(q3)

o sgn(s(qy, q1) + 2ml) sgn(s(qa, q3) + 2mm)

=—00

sin (s(q1,491)) sin (s(q2,q3))
X Z []1[0,7"] (1 + 0115(q1, 1) + 2mlD Ao (12 + 0215(q2, q2) + 2Tm|)
0,,0,=%1
X a2(771 + 011s(q1,91) + 27rl|)a2(172 + 035(q2, q3) + 2mm|)
X (K x )1 + 011s(q1,q1) + 27ll, g1, m5 + 0215(q2, q5) + 2mm|, q3)]




d-1 d-1

a z (m)a 2 (np)forng,n, >0

a(0) =0and a(n) > 0 forn > 0, and K: ([0. ) X Rd)z - C

d-1  d-1
az (mdaz ()P € By

1
az (mdaz MY EBygfor0<mn;,n, <T
t; © n;and K(ty, 24, b3, 25) = a?(t)a?(62)K (ty, 21, b2, 25)
d-1_

1
2 2

a'’2(m,)a'’?(nz)

x = a2(m)a 2 as xTee = al/2(ny)a/2 (e

A M M2
X (M1, X1, 12, X2) =x T (111, X1, 72, X5) + 202 f dny | dny f d*xjd*x;
0 0
H(my —711 - Ix4 —X'1|) H(m, — Ué - |x; —XlzD
V@ —nD)? = x1 — X112/ (1, — n3)? — [x, — X5[?
X K(n1,X1,M2,X2) x(11, X1, M2, X3)

x a*/2(n1)a*? ()

K(ty, X1, t5,%X5) = a®/2(t)a3/2(t,)K (t1, X4, t2,X5) and my = m, = 0

x = am)am)y as x¢¢ = a(ny)a(m,)pree

1
X1, X1,M2,X5) = x T8¢ (11, X1, M2, %) + an? f d3xd3x,
Hmy — %1 —x11) H(ny — %2 — x3])
|x; —x1l |x, — x5
x (K x ) — 1% —x1,X1,m2 — |%3 — X3],%x3)

X a(m — 1% —x1Da(m; — [x; — x3])

K(ty,Xq, t2,%2) = a(ty)a(t)K (¢, X1, t5,X3)

R(xy,x,) = {g(d(xl,xz)) Z:;' x, are time — like dimension

1
(e x5) = (171 = 151 — %1 — Xo) f a(tny + (1 - Dny)de
0

x; = (11,X1) and x, = (172, X,)

lim a(m)am)y = lim a(my)aln,)pree
N1,M2-0 N1,M2-0

alpfree /am

_ f(1,%X1,M2,X3)
Ix1 — X,

E(nl' X1,1M2, XZ) -




a(m)a(m)y € Bawith a(n,)a(n,)ypT € B;

a~(ny)a *(n,) forny,n, - T as well as for n,,n, = 0
a(0)=0=a(T)and a(n) > 0forn € (0,T)

B = L”([0,T]%, L*((5%)?))
bl = essgi* " 1w 0na 2l o goy2), and £:(10,T] x $)7 = €

a(ny)a(n)yp™ € B

f (M1, 91,12, 92)
sin (S(Ch: QZ))

< (S (F+) ||a||£o||f||oo)_1

f(M1,91,m2,q2) « sin (s(q1,92))

k(Thr q1,M2,4q2) =

x = a(myalm)y and ¥ = a(n,)aln,)pree

y)
X1, 41,2, 42) = X (11, 41,12, G2) + —— e )2 f dQ3(q1)dQ3(qz)
sgn(s(qy,q1) + 2ml) sgn(s(qy, qz) + 2mm)
sin (s(q1,491)) sin (s(q2,q3))
X Z [ﬂ[O,T] (11 + 0115(q1, q1) + 21l (M2 + 0215(q2, q2) + 2mm|)
01,0,=11
x a(n, + 011s(qq,q1) + 2ml)a(n, + 0;1s(q2, q2) + 2nm|)
1

X ——————(f X Y)(n1 + 0415(q1,q1) + 21l], q1,m2 + 0215(q2, q2) + 2mm|, q3)
sin (s(q1,93))

X1 + 011s(q1, q1) + 27l|, q1,m2 + 0215(q2, q2) + 2mml|, q3)

X = Xfree +RX
K = Z ngnffz ® Kgﬁ"z
m,01,02

dQ3(q1)dQ3(qz)




2
IRt = €55 5Py, meetor spamsz Nl e || 40004 (a2)

! ! 1
([ domtain e )
1

% J d.Q. (ql )dﬂ (ql) - ! . !
( ST sin2 (s(qu,97)) sin? (s(q2,5))
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(-a) =29 (-ia%) 1 1 V2

i=1 t

(1 f+°° dqm )( 2q, 2ky 2q; )
2mi)_o, P —qh)\af — ki (g1 +q2)? — ki a5 — ki)

! X
2B, | (Mo)

BAES) (kL Ky, Kg}pisp2) =

2
(B, DD’ | |
e

1

DiSCpr—lB(r) ({kLr T kR}; {pl' e p‘r—l}) =

[(B(r_l) ({kLr ey kMr_z}' Pr—1; {P1,-- :Pr—z}) X DiSCpr_lB(l) ({kr}, Pr-1)
—Br-1 ({kL' ey kMr_z}' Pr-1;{P1 -, Pr—z}) X ﬁl-Sicpr_l@i(l) ({kg}, Pr—1))
_(pr—l < _pr—l)]




Discy, , BT ((ky, ., ke (P, o Pr-a))

= Dij Q) .
DlSCpr_lB ({kL' ey kR}I {pl; ey pr—l}) |B(1) ({kR},pr—l)(_)ﬁ(l)({kR}:p‘r—l)

. . 1
DlSCpT_2 [DISCpT_lB(r) ({kL' ey kR}; {pl, vy pr—l})] = ZP—(Y]O) X
DPr-1

[Discpr_zB(r_l) (L kMr_z}' Pr—1; (D1, ) Pr—2}) X Discpr_lB(l) ({kr}, pr-1)
_DiSCpT_ZB(r_l) ({kL' R kMT_Z }r Pr-1; {plr H] p‘r—Z})l

X DlSCpr_lg(l)({kR}; Pr-1) — (Pr-1 © —Pr—1)]

:O ({kMr_z }:pr—2:pr—1)‘_’§(1) ({kMT_z }:pr—ztpr—l)

Discp, ... [Discy, _ BO ({ky, .., Kg}; {p1, o, 0r—1 )] = T ({kp, o K} {01, o Pro1])
L i &
RETRNCS) [For—1y({Kpy s Rty } Pr—15 {P1 -, Pr_2}) X Discy,_ BW({kg}, pr_1)

Pr-1

_j(‘r—l) ({kLr R kMr_Z}' Pr—1;{P1,--, Pr—z}) |B(1)({kMr_
X ﬁrs—épr_lﬁ(l)({kR}r Dr-1) — (Pr-1 © —Pr—1)]

2 }rpr—err—l)‘_’g(l) ({kMr_z }'Pr—z'l’r—1)

3 ({ky, o K} Qs o Gro1)) = Discy, | [Discq,, BO Ky, ., Ke}i {0, - r-1 D]

js({kL» ey kR}; {ql, ey qS—l}) = DiSqu [... DiSCqs_lB(s) ({kLl ey kR}; {qll ey qS—l})]
= js({kL! R kR}; {qu ) qs—l})

s—1
- z <1_[ Gi) x Is({Kky, ..., Kr}; {41, 0202, ..., 05-1q5_1}),

0g,.05-1=7%1 =2
(02,40905-1) E(+,0t)

Disc,, B ({K}; q;), Disc,, B ({k}; ¢;), Discy, BV ({k}; q,), Disc, B ({K}; q,),
DiscpiB(l)({kL/R},pi) or Dlscpi@(l)({kL/R},pi)

ﬁpzmmBm ({kMi}’ pi, pi+1): or DiSCpi,piHﬁ(l) ({kMi}' Pi, Pi+1)

J,((k, ke}lip) = DiSCplB(Z) ({kp, kg}ipy) *

1 T 2P 1( ) (DiscqlB(l) (.}, ql)DiSC%B(l)({kR}, q1)
2 (Hi= all internal lines Ppi(rlo)) q1 Mo

+(~1)"*2Discy, BD ({K, }, q1)Discy, BO({kz}, q1))

jB({kL' Ky, Kr}p1,02) = I3({kp, Ky, Kr ) 01, p2) — I3({ky, Ky, kel 1, —02)




1
4By, (10 P, (10)
(DiscplB(l) ({k.}, p1)5r5_6{p1,p2}3(1) ({km} o1, Pz)DiSCpZB(l) ({kr},p2)
+(_1)(2+3)Discp13(1) ({k.}, P1)DiSC{p1,p2}§(1) ({km} 01, Pz)ﬁrs—épzﬁ(l) ({kr},02)
+(_1)(1+2)ﬁrs—6p1§(1) ({k.}, p1)Disc {pl,pz}ﬁ(l) ({km} o1, pz)Discsz(l) ({kr}, 02)
+(_1)(1+3)mp1§(1) (fk.}, P1)5175_6{p1,p2}3(1) ({ku} vy, Pz)ﬁrs_épz@(l) ({kg}, Pz))

73({kL,kM,kR}; P1LP2) =

DiSCpl [DiSCpr_lB(r) ({kLr ey kR}; {plr R p‘r—l})] = jr ({kLJ e kR}; {le e pr—l})
1 . .
= —770) [j(r—l)({kL' ey kMr_z}' Pr—1;{P1,-- »Pr—z}) X DlSCpr_lB(l) ({kr},pr-1)

zppr—l (

_ﬁ(r—l) ({ka oy kMr_z}' Pr—1; D1, Pr—z}) |B(1)({kMr_
X ﬁrs—épr_lﬁ(l)({kR}' Pr-1) — (Pr-1 © —Pr—1)]

2 }rpr—err—l)‘_’@(l) ({kMr_Z }'Pr—z'l’r—1)

j(r—l)({kLv ey kMT_Z}' Pr-1; {1, pr—z})
= g(r—l)({kb - kMr_z}' Pr-1;{P1,-- :pr—z})

s-1
- Z <1_[ Ui) X Jr-1) ({kL' e kMr_z}: Dr-1;{P1, 0202, .-, Ur—zpr—z})
02,..,0r—2=11

i=2
(03,00 r—2)#(+1,..,+1)

—1,\-D
) X 2772 x

™) . =(—
B ({kLr ---'kR}' {pli ""pr—l}) (27’[1

r—1

q:dg;
1—[ f ﬁgr({kb---,kk}; {q1, -, qr_1})
i=1 qi ~ P

Left vertex: Discy, BM ({k.}, q1),
Right vertex: Disc, _ B ({kg}, qr-1)

Middle vertex: ZDISqu’quB(l) ({ij}, q; qj+1), where j =1,---,r — 2

Left vertex: Discg, BM({k.},q1),
Right vertex: Disc, _ B® ({Kg}, ¢r—1).

Middle vertex: 2Discqj'qj+1§(1) ({ij}, 4 qj+1) , where j = 1,---,7r — 2.

1 (" qdq; 1
2mi)_o, 2P, (o) P? — q7

1 (**qfdg; 1

2mi J_o, H?n2 p? — q?

. (1) _ADRLEaiT_4 ZkL
Left vertex: Discy, B*W({k.}, q,) = PRETAD Dy, (q%_k%)

)le —_p2m-4

. . } ic 2k
Right vertex: Dlscqr_lB(l) ({kr}, qr-1) = qr_:{TiL}R kg (m),




Middle vertex:

_ADkLEOIZCZn_4 ZkM]

“Dey,.
49+ (2k3™ 0 (g1 + q5)" - K,

2D1scy,,; ;B ({kMi}' Aj+v qf) -

Ay = A5 = A(—1)MmHA M- 4p2m (forn = even = 2m)
A, =4S = 2(2m — 3)(—1)MHM22m*2  (forn = odd = 2m + 1)

= _ iy & (2
Left vertex: DISquB( Yk} q1) = ql{ZkOi}L DkL( p )>

ai-ki
Right vertex: Disc,  BW ({kg} ) = Ay ) ( 2qr-1 )
g . dr-1 RS Qr-1 Qr—1{2ki}L kr qE_l—k}% N
Middle vertex:
A 2(q; + qj+1)

ZDiSC‘U'qu@(l) ({ij}, qj’qf+1) - q;qj+1{2k 3" o, (q- + q-+1)2 — k%
J J j

Dy, = 3132"_3, /12' = A(—1)MHAm-2pZm+1

L

nAH?*n3

{2k} q,
TAH?*n}

{Zki}RQT—l

_ mAH13
(2k}Miq;q41

Left vertex: Discq, BM ({k.}, q1) =
Right vertex: Disc,,_ B ({kg}, q,—1) =

Middle vertex: 2Dlscqj+1,qu(1) (ij, qj+1, qj)

— ~ P 2,3 0
Left vertex: Disc, BV ({k,}, q;) = [AH 1o J, ds 241

{2ki}tas Lsptk)?-a?’
Right vertex:
— iAH*n3 (> 2Gy_1
Disc,  BMW({Kkg},q,—1) = —Of s -
-1 RYr-1 (2k}Rqr_1 )y R (sp + kp)? — a2,

Middle vertex:

- {2kiMiq;qj44

2Discq, 0, B ({ku, )4, 141 ) A fo°° ds,( 2(q; + qj41)

] 2
sj+ ij) —(aj+ qjs1)°




i “  dq; CIZ}
2mi)_o, p? — qF

Left vertex:

2
2
Disc, B(l)({kL} q1) = 11m+ M
-0 {Zk?} q13 0

Right vertex:

{2k3} qr 1

Middle vertex:

Discg, 13(1)(“(12} qr-1) = l

s ¢)) g
2Discq;, 1 q;B (kM,-:CIqul) e‘l{,‘+{2k3} PEPE
jj+1

Left vertex:

iAH?sin (me/2
Discg, BV ({k.},qy) = lim, 3(L 3/ )
0t {2k} g o

Right vertex:
AH?si 2
Dise, D ((ke),¢r_1) = lim M
qr— RS qr-1 +
€0 {2k3} qr—l
Middle vertex:
iAH?%sin (me/2)

2Discqj,qj+1§(1) ({ij}'qj'qf“'l) - ellr(r)1+ {2k3} Tq3q3
i jHj+1

ky ks

)

(1 + ql 770)

)

Q3(k;,q41,5L)

Lo+ k)2 —¢?

Q3(kr, qr-1,5g)

S
Rsg +kp)2 —q2,

93 (ij'qj + qi+1’sj)

j 2
(sj + ij) —(gq; + CIj+1)2

Qs (k1 q1,51)

s
L (s + k)? — qf

Qg (kR, qr-1, SR)

S
Rsg +kp)2 — g2,

03 (ij'qf + qi+1'5j)

j (Sj + ij)Z B

Vad

(q; + qj+1)2

2T

s ie)in) = (i) () [

", 2k;

w P?—q?

ZkL 2kR
7-u)\@-n)




A 4 ks 4

AZHZTIO )f+oo dq 7_[2
27n p? —q?

AZHZ 4- )f+oo dq .I-ood J-ood y
27Tl o PEqE )y )

2q
(51+k1+k2)2—q (52+k3+k4)2—q)

¥

4

AZHZT]4 1 +00 dq
B (ke ka, a, ks P) = (—") (52)] s
4 + 2mi

X
1 2k; —o P2—q?
2
+ d f d
(ﬂ fo 51 0 %2 (51 + k1 + kp)? — g2 (52+k3+k4)2—q2>
k3 k3
k1 k4 kl k4
ka2 ks k2 k5
ks ks
k1 ks ky ks
ks ks ke ks

2

3 7T3/13H2178( 1 )

1 f‘” dq, f°° dq,
5_1 Zkl 21i —o0 p12 - Q12 —o0 p% - q%

—4m13H2 d d dq1 ® dq,
= 5 2 Sy S3 7 2
= l T”' —oco pl —00 pz q2

(g1 +q2) qz
(s2 +k3)? = (q1 + q2)% (53 + ky + ks5)? — q5

4m13H2 5 d ® g
0O= f dslf dsgf ik f 5 12 >
27-”' o pl —o P2 — 43

q1 q>

(Sl + kl + k2)2 - ql (S3 + k4 + ks)z - q%




~ A%H%*cos? (ne/Z)
= lim j dSLj dSRj
Zm P1 - ‘h

€-0% iey 4k}
( 1 >( Q3(ky + k2,q1,5,)  Q3(ks + k4, q1,58) )
H2nZ(1+ qind)at) \(sp + k1 + kz)2 —qf (sg + ks + ky)? — qf
—A%2H*%sin? (me/2 d
3B = lim (3 / ) f dst dst CI1
e~0* * . 4k; Zm w P2 —
( 1 >( Qs(ky + ky,q1,51)  Qs(ks + ky, ‘h:SR) )
H2n3 (1 +qind)at) \(sp + k1 + k)2 — q7 (sg + k3 + ky)? — qF
kl k5 k6 k7 ks kl k5 k6 k7 ks kl k5 k6 k7 ks
k> 9 k2 9 k2 9
ks 10 ks 10 ks k1o
ks 11 ks 11 ks 1

2+3 )2
0¥ (<) 1 0 dg, \[1 (" da
Dp = 2 DkMDkR _f 2 _f 7|

(T2, 2k;)(H?1d) 2mi)_o pf—qi)\2mi)_o P; —q5
< 2k, 2(q1 + q2) 2q, )
qi —kZ(q1+q2)% — ki g5 — ki)’

O (=) <2 1 (v dg, \[1 [ da,
G0 () %)

( 11=11 Zkl)(HZTI(%) 2mi -0 p12_q1 2mi -0 P%‘CIZ

< 2q, 2(q1 +q2) 2kp )
q? —k? (g1 +q2)* — k4 q2 — ki)’

v =

11 (i) (=29) (—ial) (L o dgy )(1 +oo_d )x

(TT21 2k ) (H21§)> KR \2mi” = p? —qf)\2mi” = pf — ¢}

< 2q, 2ky 2q, )
q — k(g1 + q2)? — ki q5 — k3

[m]

f( 0)_—

2mi
Zo

lim, £ (2 + i€) = f(2)

m]

1 dz
f(zo) = lim, f(zo +i€) = lim —— fmf(z)
zo
= lim f(zg + i€) = 1 dz Di
f(zo) = lim f(zo +i€) = o— s isc,f (2)

Disc,f(z) = Ellr51+ [f(z +ie) — f(z —ie)]. (A.4)




i f(2) =0

F0) =3 | e e Diseie ()
fk?) =f (JP)
;Lrgl+f(k2 + i€) = Ellrghf(\/kz + l(:‘) = lim L f (k + 2k>

Im(k?) Im(%?)

//
h K

~ o ie
i 2 _ i) = 1i 2 _je) =1 — —
EllI(T)lJrf(k le)—ehrggrf(\/k le)—eherf( k+2 )

1/

Re(k?)

Disc,zf (k%) = hm [f(k? +ie) — f(k? —ie)] = hm [f (k + Zk) f(—k +%)]

Disc,zf (k?) = Disc, f (k).
N O e 2kdk e F(k
F0) =5 | g Diseef )
) 1 (®  kdk .
o) =50 | g ised 00
2 (B(l) ((kn} a1, a2) + BP ((ky} —qs, _qZ))

_A=D™2m = A HT T g™ ( 1 N 1 )
q192{2k;}* (ky + a1 +q2)?™ 3 (ky — qp — qz)*™3

K ( 2k >
010202k 3™ M\ (g, + q2)% — Kk




2 (B(l) ({ku}, 91, 92) + BO Ky}, —q1, —QZ))

_A(_l)m+1(2m _ 3)! H4m_2(—7’[0)2m+17’[0( 1 N 1 )
q1q2{2k;3M (ky +q1 +q2)?™ 3 (ky — q1 — q2)*™3

q1q202k M M\ (qy + )2 — k)’

D — a}%m -4 /1C —/1(2m 3)( 1)mH4m 2n3m+2

2(BD (k) 41,92) — BO (K}, —01,—12) )
_IA(=1)™(2m — 3)I HAM 2 gt 1 1
B q1q2{2k;3M ((kM +qq + qz)?>™ 2 - (ky —q1 — q2)2m—2)
iy 5 < 2(q1 + q2) )
T q1q2 2k T\ (g, + q2)2 -

ﬁ — a]%m 3 A‘l’ A( 1)mH4m Zn(2)m+1

_ A(=1)™(2m — 3)! H4m—2pZm+2 1 1
Disc,BM ({k.} q)= L > ( 2m=3 T 2m—3)
q{2k;} (ky +q) (ky —q)

q{2k}t "\ g2 — k2

aZm 4 A(Zm 3)( 1)mH4m Zn(z)m+2

. —i2¥ 2q
Disc, BV ({k.},p) = g2k} Dy, ( 2 _ k2> ’
L

ﬁ — a’%m 3 A'(/J A( 1)mH4-m Zn(2)m+1

BORs o Kei prrpra)) = (27 [ [ ey
V&5, (K, L, D Gt e, 1)K, (kD)
+v(r 2)‘7(‘7;-0771‘ 1({kMr— })Gpr— (TIT 1’nr) nonr({kR})
_v(; 2)‘7(‘77_0771‘ 1({kMr 2})Gpr— (TIT 1’nr) nonr({kR})
_v(; 2) 71077r 1({kMr 2})617_,,_1(777* 1'77r) nonr({kR})]

r—2

(r-2)
(C;E-;)({Th' o Mro1}) = (@) Zf ddn z 1_[ gj | x

{o}Z2et j=1

nonl({kL})l_[ 7o 77] MJ 1 1_[ Ga]a]+1(77j'77j+1) p.r 2 27 Ny —20 Nr-1)

+ Disc,,_ B7|

Term 2

Disc,,_ BV ({Ky, ..., Kg}; {1, ., Pr—1}) = Disc, _ B® |Term1




(1/1)2

DiSCpr_lg(r)lTerml = P, 0) 1_[ J dn; (V(T 2) Tloﬂr 1({kMr_2})K;;‘;_1(n0:nr—1)
r-1

~Vir-2Kngn._ 1({kMr 2}) Dr— 1(770'771”—1)) = (Pr-1 © —Pr-1)] X
| (K, G0, 1), (kR Y) + K, (0, 1) Ko, (kR D)) = (g © =)

: = (1/1)
Dlscpr—lB(r)lTemz = (n )1_[ J drll[( V(T 2) nonr 1({kMr z}) Dr- 1(n0'nr_1)

Vo —2yKanon,— (&, z}) Pr_ 1(770'7’7"—1)) + (Pro1 © —pr-1)] %
(K5 (10,3, (D) = Ko, (10,1:)3, (KRD) + By © —pra)]

1
. BT y WP s Pr-13) = 55—~ X
Disc,, _, B ({ky, ..., Kg} {p1, -, Dr—1}) 2P, _ (mo)

[Discpr_lB(r_l)({kLr ey kMr_z}' pr—1;{p1, - Pr—z})DiSCpr_lg(l) ({kr},r-1)
—Dlscpr_lﬁ(r_l) ({kL' e kMr_Z}' Pr-1; Py pr_z})Dlstr_lB(l) ({kg}, Pr—1)]

Discpr_lﬁ(r) (K, ... Kg}; {P1) oo Pro1})

—Ni ) .
= DlSCpr_IB ({kL' . kR}' {pl, ey pr—1}) |B(1) (kg oy ) oBD((kp)pr_1)

Discpr—zB(l) ({kMr—z}’ Pr-2 pr—l)' or ﬁl-s—épr—zg(l) ({kMr—z}’ Pr-2, pr—l)'
ﬁrs-épr—zﬂpr—lB(l) ({kMr—Z}’ Pr-2, pr—l)' or Discpr—z’pr—lﬁ(l) ({kMr—Z}’ Pr-2, pr—l)'

D.—ZB(l) ({(km,_,} Pr-2,0r—1) © Discy,_, ., BO({Kn,_,}, Pr—2,Pr-1)
1SC

’]jl\s-épr—zﬁ(l) ({kMr—z}‘ Pr-2, pr—l) < ﬁl\s_épr—zfpr—lg(l) ({kMr—z}’ Pr-2, pr—l)'

e O L) MY PR 1 R PR

DiSCpr_zg(l) ({kMr—z}’ Pr-2, pr—l)' or ﬁl?épr—ZB(l) ({kMr—z}’ Pr—2, pr—l)’
Discpr—err—1§(1) ({kMr_z}' Dr-2, Pr—1): or ﬁrs—épr_z,pr_lB(l) ({kMr_Z}f Pr-2, pr—1)~
DiSCpr_Zﬁ(l) ({kMr—z}‘ Pr-2, pr—l) < Discpr—z'pr—lﬁ(l) ({kMr—z}’ Pr-2 p‘r—l)

ﬁfS’Cpr_zB(l) ({kMr—z}' Pr-2, Pr—l) A ﬁg‘spr_z,pr_ﬁm ({kMr—z}’ Pr-2 Pr—l)-

YD (ky, ky,p) = 3 ——log ((ky + ko +P)N0) + =7 H4773

TAH?*n3
8kik,p’

770

iAH
B (ky, ky,p) = ,BD (ky, ko, p) = lil,p log ((k1 + k, + P)no)

H?n3 TAH?*n}

{Zki}RQr—l

DiSquB(l)({kL}, ql) DlSCqT 1B ({kR} qr- 1)

2k} ra;




Discg, BV ({k.},q0) =

iAH?n} | (kL + q1> iAH?*nd f s 2q,
o _
{2k;}q, 8 k,—q, {2k;}tq, *1 (s1+k)?—qf

— iAH?n3  (* 2q,_4
Disc,  BMW({Kz},q,—1) = —Of s L
-1 RYr-1 {2k3Rqr-1 )y 2(sy+kp)2—q2 4

wAH?*n}

—— 1 —
2D15qu+1.qu( )(kMi'qj+1'qj) - m

2Discy, a0, B ({ln, . 07 01 ) = ot f‘” ds,( 2(4; + 4j41)

2k Mj .q: J 2 2
{ l} q]CIj+1 0 5j+ij) _(qj+qj+1)

0
E%(E:E: E) = i/’lf g 1_[ (1 —ikm) x gllkitkytka)n

0 dan .
f n—Ze‘k", fora > 1, fromn - 0

3
0 d
—_— — — . r’ . [ —1
(ks kg kz) = 1,1.[ Wﬂ (1 — ikyn) x eikakatks=ipn
o L

A [ sG-9 @9 s1-9p s~€c 1
e} 123 12 123
Re (ks ka ka) = f ds (r(4 — o T TB=e¢ 'TZ-o 'Ta- e)) G+ kiza)
I (YO (ky, ky ks)) = aRe (90 e, ko k)

(—in)~%en = f dss@ Vels+m ( for Re(a) > 0)

I'(a)
B(l)(klt k2i k3)
_ AH? ® sG=9 5@ Ok . s17Op,  s7€ci,35 )\ cos (m€/2)
= lim Wf S + +
e~0% 8kyk5 ks Jo 4—€¢) TB-€) TR2-€) TA-¢€)) (s+kq3)
ﬁ(l)(klr k2; k3)
. AH?  [*® sG=9 5@ Ok . sU=9h,  57€ci,3 \sin (e/2)
= lim Wf S + + +
8kl ), C\Te—e " TB=e "TZ-06 Td-0)G+ ki)

AH? ® sC (ki +5) sCO(kyy(kyy +5) —pd)
_ o _ 12 12(K12
Disc,, B (ky, ko, p1) = 611 m, —4k1 K33 f < r@—o + rG—¢)
s (keyky (kyy + 5) — PPke2) 6k1k21712> cos (me/2)
[(2-e) F(1—¢) ) ((ky2 +5)? —pf)

H?%cos (me/2) (@ ki, 11,
Disc, B (ky, ky,pp) = lim - (3 3/ ) s Q3(k12,p1 )2
1 >0t 4k7k5p; 0 (s + k12)? — p2

ajbi53_m_i 5 ((s + kq2)cos (gn) +ipysin (gn))

m+n=3

Q3(ky2,p1,5) =57¢

mn=0

'(4—m-—n




AHZ 0o _5(3_6)p S(Z_E)Sp
Disc,, BD (ky, ky, lim ——==— f d - 1
15Cp, B (ky, k2, p1) = o 43 k3p3 F4—e) T@B-¢

+S(1_€)p1(kf + k3 + kiky + skq;) 43 S kykopy (ki + S)) sin (me/2)
I['2-¢) ['(1-¢) ((k1z +5)? = p12)

- iAH?sin (me/2) (@ 03(k12,p1,)
(€)) = li ’ :
Disc,, B (ky, k2, p1) ellgl, 4313p3 ), s (s +kq12)? — pf

m+n=3 S
ajbis3 m-n

03(kyz,p1,8) =57€ N R—— (iplcos (gn) — (5 + kq3)sin (gn)>
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| E
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0, if m is odd,

m
E 1_[ Zj| = Z Pof{l,..,m} 1_[ Cov(Z;, Zy), if mis even.
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X(s) = (X1(5), ..., X;m(s)) € R™, s € [0,1],
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f:[0,1] x[0,1] — R
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m
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n
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0
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ai:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric

O—O0—0----0 321000 fc 1k1 1(-2)- 1
a0y a3 G 0 - e L i 3@% %
w(ad):=[10---01]=:0 (5_)%—(1} %% (1) k+1 .
w(E) :=[10---00] 0--0 0-12 3o
br:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
2-1 0 0---0 222 2 1
o—C---C™ 12100 244... 4 9
o am Qy, O e 11246 -- 6 3
SRS TS Y R
w(ad):= [010 L 0-1 929 2 246 ---2(k-1) (k-1)
w(F) =[10-- 00 0-1 2 123 (k1) k/2
¢,:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
2-100---0 111--- 1 1
o—O---& O 12100 122... 2 9
ap Qp1 Qg 0 - - e 1 123 3 3
w(ad)=[20---0]=0 Sl 2410 7] IR
, 0. 0-1 2-1 123 (k1) (k-1)
w(F) =[10---0] 0--0 0-22 123 (k-1) &k
0, Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
@_g: 2-1 0 0---0 %3 i % %
AR LRSS Iy |
_ , Sl 2-1-1 224 (’f?)(H) (k-2)
w(ad)=[010---]=0 O 0-1 20 |12 (k-2) k/2  (k-2)/2
w(F) :==[10---0] 0---0-1 02 12 (k-2)(k-2)/2 k/2
¢s:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
ag 2-1 0000 45 6 423
-1 2-1000 51012 8 46
0-1 2-1 0-1 11612181269
0 0-12-10 3148121056
Gz ods e 4 000-120 24 6 543
w(ad):=[000001]=:¢ 00-1002 36 9 636
w(F) :=[100000]
¢7:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
o 2-1 0 00 00 34 5 6 423
-1 2-1 00 00 4 8 1012 8 4 6
0-1 2-1 0 00 15101518126 9
0 0-12-10-1 —1 6121824 16 8 12
B T 000-12-10] 2[481216126 8
w(ad):=[0000010]= 000O0-120 24 6 8 644
000-100 2 36 912847

w(F) :=[1000000]




es:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric

N (2-1000000\(23 45642 3)
8 -1 2-100 000 36 810128 4 6
0-1 2-1 0000 4812151812 6 9
00-12-10020 51015202416 8 12
Qp Gz Q3 Qq Q5 Qg Q7| () () )-1 2-1 0-1 612 18 24 30 20 10 15
= = 0000-12-10 4 812162014 7 10
w(ad):=[10000000]=¢ 00000120246 8107 45
w(F) :=[10000000] \0000-1002/\36 91215105 8)
fa: Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
o—a&—0—O 2-1 00 23 4 2
g a3y -1 2-1 0 1136 8 4
0-2 2-1 ol 48126
w(F) :=[1000]
go:  Dynkin diagram Cartan matrix weight metric
&« ( 2 _1) 1(6 3)
p -3 2 3\3 2
w(ad):=[01]=:6
w(F) =[10]

H=[ dx¥ andL = [ d*xL
Lo = %(a#d’au‘ib -m?¢?) = %(dﬂ - (V) —m*?),
where 0# = 9/0x,, is the spacetime derivative, P(x) = d¢p/ot
% (125 )
¢ *\a(0,9)
(09, +m?)¢ = 0.

Hy = n(P) ~ Lo = 5 (12 + (V9)? + m2p?)

7T(9C)=a—q-5=<llb

d* ;
660 = | Gz ow.0

(

%p(p,
% = —(p* + m)p(p, 1)




dp 1

23 \2w
d* ) )

7(X) =J. —(2:))3 (—i)\/g (ape_lp'x+agezp-x),

(ape™®* + ageil"x),

o) =

[ap, a;;,] =(2m)353(p—p"), [ap, apr] = [a;, ag,] =0

— 4 _ d4p + 1 +
Ho = [ d™xH, = @my? apap+z[ap,ap] :

d* 1 . .
P - (ape_‘p'x + age‘p"‘)

(2n)3 2w '
p pO=ay

[, 6), 7(y, )] = 63(x — y)
[¢(X' t)' ¢(y' t)] = [TI.'(X, t), 7T(y, t)] =0

L = LO@Lint or :7'[ = Hoea}[int

¢(x) =

/1¢3

A 3
Ling = =507 = Hine = 3

o(x,t) = eiH(t‘tO)d)(x, to)e—iH(t—to).

(%) = eMolt=t)p(x, o) HHolt=t0)
iHo(t—to) —iHy(t—t,) e
Hi(t) = e"o "o/ Hype ™Mot = | d Xi(pl

P(x,t) = elfinct=to) g (x, t)e "Hinlt=t) = Ut (¢, t,)p; (x, U (L, to)

U(t: to) = e_iHint(t—to)

t t tq
Ut ty) =1+ (=i) | dtgH(ty) + (—i)? f dt; | dtHy(t)H,(t;) + -
t

to o to

t
= T{exp {—i dt’H,(t’)}}
to

de;l = <O¢|T{¢x¢y}|0¢)

N(apaf;aq) = a]tapaq

n n

{1y bn} = N ¢i+i z 1] o |+
1 x=1 y=x+1

i= i=1

i#x,y




T{p1¢2P3Ps} = N (¢1¢2¢3¢4 + F1¢2>¢3¢4 + F1<§¢2¢4 + Flﬁ¢2¢3

+F2¢§¢1¢4 + Fz?}¢1¢3 + F3?;¢1¢2
¢ -9 ¢ -9 ¢ ¢
+ESF + FAES + FAED)

(OIT{p120304}10) = ESF, + FSES, + FLES,.
Lpiae = P(iy*d, —m)y,
v, v} =291,
(iy*9, —m)p =0

{Yax O, Y (¥, )} = 83(P — Q)6
(a0, 9y, 0} = Yl x 0, 9 v, )} =0

-] £2F e
D(x) = f 3 z (dvpe™ + by age™™),
(27‘[) /2wp ~
Dirac spinors uj, = u®(p) and v = v°(p) given by @iy, = uIS,TyO and Uy = ;Tyo
wp =/ p? +m?

(b3, b3} = {3, a5} = @2m)*63(p — p)5,s
i) = (o) = ) = (o )= o
(551" = (51)° = B3B3 10) = ~b%TB3TI0)
D = (0, + ied,)y
Ay(x) > Ay (x) — gaua(x)

Fyy = 8,4, — 3,4

n

1
Lopyiay = =7 FuF™

Lejyra,p = = P(iy*9, —m)yp — —F VPR — ey* AP
Y = Uiy, Uij(x) € SU4)

Dyt = (0,8:; — igGH(T )i ).

[Ta, Tb] — ifabCTC




Ggy = 0,Gy — 0,GF + gfabCGlfo

1
Lgluon == Z G;ilv Gclzwy

_ 1 _
Locp = Pi(iy*0,6;; — ms;;)p; — ZGﬁch‘;V + ey G (T ).
Positive Wightman Function:

A2 = APC)(x — y) = (0?|p(x)p(1)]0%)
d*k 1

= ——e_ik'(x_.V)
(2m)3 2wy

ko =Wk

Negative Wightman Function:

M = 02O —y) = (02]¢ () ()[0%)
_ [ 4k 1

— e tik-(x-y)
(2m)3 2wy

ko =Wk

Pauli-Jordan Function:

22, = 0% (x —y) = [p(x), d()]
d*k 1 . .
= (27-[)3 Z_Q)k e_lk'(x_y) — elk'(x_y))

k0=(l)k
Hadamard Function:
AP0 = AP0 (x — y) = (09](p(x), p(¥)}|0%)

[ dk 1
) (2n)3 2wy

= 2(0?|p(x)p(»)|0%) — A2,

e~k (=) 1 pik(x-))

k0=0)k

where wy, = VK? + m? and m is the mass of the quantum field

Feynman Propagator:

Ef = F®(x —y) = (09| T{p(x)p()}|0%)
d‘k 1 _
+0(yp — x0)eE M) |y L,
. d4k e—ik-(x—y)
lLF 2m)* k2 —m?
d*k e—ik-(x—y)
m)* k%2 —m? +ie’

=i

Retarded Propagator:




RS, = RP(x —y) = AE, = 0(xg — ¥0)A(x — ¥)
= 0(xo — }’o)[¢(x).¢>(3’)]
. d4k e—ik~(x—y)
lfcR (2m)* k2 — m?
d4k e—ik-(x—y)
(2m)* k? —m? + kyie

A%, = [br by )= (02|[ds By ]|0?) = (0% |2 by |02) — (02| by b, |0%)
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/d“xl d*wy dtas dtay O1200%
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(4 [ e aser + 4 go-—er-s 2 g—fO-)—:__ —4 greeeer2 — 4 ey — 4 Fiaanase )

Four-dimensional de Sitter spacetime:
dS? = dt? — dx? — dy? — dz? = du dv — dy? — dz?,
t = a 'e®sinh an,x = a 'e*cosh an,y = y,z = z.

U=—a le %,

U= ae®

dS? = e2%¢(dn? — d&?) — dy? — dz? = e2% du dv — dy? — dz2.
P(x) = f d4k(akuk + altui"()

d(x) = f d*k(bfvf + bTvR* + blvk + b Tvl
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PR = 1_[ (1 _ e—Zn:wi/a) Z e—Zna)ni/a|ni,R><ni,R|
i n;=0
Hine = X (0MP (D) (x° (1), 1),
1 1
xP = (— cosh art, 0,0) = (— 1+ aZtZ,O,O),
a a

1
= —arcsinhat
a

f Y (") f m
H=HPQH?

H(t) = Ho(t)®Hy (t)

Ho(t) = HE (H@H{ (£)

HYnP) = Q,|nP),n =12
2
Hy = Z O8N0+ [ @x (500 45097 +3m?e?)
H = M2 @0, 0

MPO Sy O ) ke @B P )

mn=1
— D ¢
E= Z o ® Egy
K
P =Tr(Ep;)

Pt = U opo Uzo

1 t
Ut,o = Texp (?f dt,Hint(t,))
0
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Po = |1 Ode Sltter> <1D 04e sitter

E = [2°)2°| ® 1,
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=T(1-2)P(1;t) -T2 - 1DP(2;t)

dt




r(1-2)=
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de Sitter

P(2;t) = <1D 03 U;roEUto |1D de Sltter>
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P(2;t) = Z J. dty dt; ... dtj@lz---j <1D’ Oge Sitter |1D de Sltter>
j=0 "°
:FO: E
1
Fi= ?[‘TJ 1'Hmt(t )]

¢ = p(x7,t;),MP = MP(t;) and xP = xP(¢;)
1
Fj =z [Fi-uMP 7]
Fr= iy ()PP (2 | 2)(ue 12| — pretT2)(1])

Fy =y )y (€02 1 2)|ul*[TpA1zsin (Qr1)((2 1 2)[1(L] + (11 1)]2)(2])
T, 92 Feos (Qr1) (2 1 2)|10L] — (1 1 1)2)2])]

1
¢
A12 = _<0de Sitter [¢1’¢2 |0de Sltt9r>
P(2;¢) ||2ft At (% A0 [0k i (Qryy) + A cos (215)]
()= |u sin T COS T
o Y1) Jg (t) 12 . 12 "

T Tq
= |ul? f dry f dr,[Af,sin (Qty,) + A, cos (Qt43)],
0 0

AR, = 05,445,
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A12 - < de Sitter
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]P)(z; t) = |M|2J(; dTl.[O dT e lﬂ(Tl TZ) <Og)e Sitter ¢1 ¢2 |0de S]tter> |H.|2F(Q),
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sinh —
J ) . Y, (mst)
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Ji(m 12) Y1 (ms{3)
P(2;t) = |.U|2f dTlf dr 124_[ in (Q143) +—aC05 Q).
1/A 1/A T mssy;
P 5 T
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= Ikl J. dzy, []—1( a12) sin Qt;, + —1( 12) cos QTlZ]
4 1/A msy, msy,
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Massless limit (m — 0):
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Early times (at, mt — 0):
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Late times (z > 1/a):
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E = m‘f_r dlef d4pJ. J_oo w—pCOS [(Uple + .Q.le]
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wp(7) = a)peTf‘”,px =20
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oP  |ul|? * ® dk sin (k1) .
E‘16n3Ref_wdT“f Tk fdpl

— 00

< d 2w
X f %exp {i [TP sinh (aty,/2) + (Q — k)le]}

P
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OP(T)  |ul? f°° dk sin (k7) _m@=k) f°°d K (v)|
= J— a . —
o 2mtal_,m Kk ° m VW Ria-tje

. 1sin (k7)
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= na(“’p - 1'))52(pl -pD)

0fy) = (1= e=»/") " 5(op — E;)6%(p. — )
= (n+ 1)8(wp — Ey)8%(pL — p)

<oj@| bE bR

WpP1 Y wWpP L

n=n(w,) = (e“r/" - 1)_1




1= (08| 191,021 ]08)

h (. /2T
f duw,d*p, sinh {wp/2T) (“’SPT/ )
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o =%f dwpf dvv |Kiwp/2n'T (%)l X
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d*p o
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+51m(gh i), 0, by, o))

t
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dxt1 dxk2 " 127 4 dxt1 dxF2  msy,
- m? 9 Y,(ms;,) 0 ( )
4w Oxt ms;, OxH2 MS1z

-m* 9 [Yz(mslz) xl’%]

T 4w oxt| msy, g"m@
m* Y,(ms;3) 2 Y3(ms;3) x12 vy
=E[(Tn312)2 glizlh -m (m512)2 g H1V1 msi, 'gﬂzvz 12]
m* [V, (msy,) Y3(msy2) 2 U1 Ha
B o T e ]

g 9d =m_2 g 0 Ji(msyy)
OxH1dxk2 "2 4m dxt OxK2  msy,

_m_4 J2(msq3) Js(ms12) 5 oy ou,
T 4q

(Ms15)2 Guus — (Ms1,)? 12%12

— " v
S12 = ’guvx1zx12
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Hartle-Hawking vacuum |0y) is defined by dmer |[0y) = qmer [0g) =0

wlm wlm

_ Ko 1
H™or ™ 8nM

where k = 1/4M is the surface gravity of the black hole.
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CONCLUSIONES.

En mérito a los resultados expuestos, se concluye que, toda particula deformante o de aquellas que
alcanzan la velocidad de la luz, comportan excitaciones con energia arbitrariamente alta, en relacion a
las particulas ligeras, que comportan excitaciones con energia arbitrariamente baja, mas en ambos casos,
el valor minimo siempre es superior a cero, entendiendo que la brecha de masa, es la diferencia de
energia entre el estado de menor energia (el vacio) y el siguiente estado de energia mas bajo.

Esto significa, por tanto, que no existen excitaciones con una energia arbitrariamente pequena; por lo
que, siempre hay un valor minimo positivo (superior a cero) necesario para crear la particula mas ligera.
A través de la Teoria Cuantica de Campos Relativistas, logramos que para toda teoria cuantica de Yang—
Mills con grupo de gauge compacto simple, en 4 dimensiones, existe una brecha de masa positiva, es
decir, queda demostrado que existe una teoria cuantica de Yang-Mills en R* que satisface los axiomas
de Wightman (o equivalentes de Osterwalder—Schrader), y cuyo espectro tiene una brecha de masa
estrictamente positiva, esto es, 3m > 0, tal que, Spec(H) = {0} U [m, o), por lo que, (O(x)0(0)) ~
e~™*| cuando |x| — oo.

APENDICE UNICO:

Four-Dimensional Quantum Yang-Mills Theory.

Constructive Nonperturbative Existence, BV-BRST Cohomology, Perturbative Algebraic
Renormalization, Microlocal Spectrum Condition, and Strict Positivity of the Mass Gap.

Let G be a compact, connected, simple Lie group. We construct a nonperturbative four—dimensional

quantum Yang-Mills theory on Minkowski spacetime (R3:7) satisfying the Osterwalder—Schrader

axioms, the Haag—Kastler algebraic framework, the Batalin—Vilkovisky quantum master equation in the




continuum limit, the microlocal spectrum condition, and strict positivity of the physical Hamiltonian
above the vacuum. The construction integrates Wilson lattice regularization, multiscale renormalization
group analysis with uniform ultraviolet stability, perturbative algebraic quantum field theory (pAQFT)
via Epstein—Glaser renormalization, BV cohomological control of gauge symmetries, and Hérmander
microlocal analysis of wavefront sets. We prove
0(Hphys) = {0} U [Ag, ), A5 > 0
establishing the mass gap.
1. Geometric Configuration Space and Sobolev Structure.
Let G be compact, connected, simple with Lie algebra g. Consider the trivial principal bundle
P =R*XG.
Connections are elements of
A = Q' (R% g),
completed in H} » s > 2. Gauge transformations act by
Ao gAgTt - (aﬂg)g‘l.
Curvature:
Fy = 0,4, — 0,A, + [AL Ay
Yang-Mills action:
Sym[A] = iz f (Fu, F¥)d*x.
4g° Jpa
The quadratic form associated to the kinetic operator
DY = —6%n,, O +0,0,6%
is elliptic modulo gauge directions in Euclidean signature.

2. Wilson Lattice Construction and Multiscale RG.

Let A, € R* be the hypercubic lattice with spacing a. Link variables U, € G. Wilson action:

Sa(U) = % E ReTr(1 — Up).
a
14




Partition function:
Za= [ e (-s.D] | ave
e

Uniform ultraviolet stability:
Zg < exp (ClAqD)

Block-spin decomposition yields effective actions S, j satisfying the Polchinski flow equation:

16Sqk . 0Sqr 1 8528k
e —— — —_T _
Odak =55 o9 ~ 2\ Tog2
Asymptotic freedom:
dg  116,(G) , 5
Hau ™ Tasnz 9 +0(g>)

Compactness in H ™S ensures existence of continuum Schwinger functions S,,.
3. Osterwalder-Schrader Reconstruction.
The limiting Schwinger functions satisfy:

a) Euclidean invariance.

b) Symmetry.

c) Reflection positivity:
Z fiSnin; (x5, %;)f; 2 0.
ij

d) Cluster property:

Sn(Xy, v X,y +a,..) = S () Sn—k (V)

as |a| — oo.

Reconstruction yields Hilbert space H', vacuum (), and Hamiltonian H > 0.
4. BV-BRST Formalism and Cohomology.

Fields:

P4 = {44, c9,¢%, b}, ;.




Antibracket:

e _f 5.F 86 6,F 86 ,
EO=| \5oi50; 50 504)%

Extended action:
*U a 1 * rabc b ~c
Sgv =Sym + | Ag Dyc —Ecaf c’c

Classical master equation:

(Sgv,Sgy) = 0.

Quantum master equation:

1 .

> (T, T) = ihAT.
Renormalized effective action satisfies

1
lim (E (SarSa) — ihASa> = 0.

a—0

BRST charge:
Q?=0.
Physical Hilbert space:
Hpnys = HO(Q).
Negative ghost cohomology vanishes:
H"(Q)=0,n<0.
5. Perturbative Algebraic QFT (pAQFT).
Time-ordered products constructed via Epstein-Glaser renormalization satisfy causal factorization:
T(F,G) =T(F)T(G) if supp(F) = supp(G).

Deformation quantization:

Interacting algebra defined via Bogoliubov map:

Ry(F) = S(V)TIS(V + AF).

3
dAly=o




BV operator compatible with star-product:
sF = (F,I).
6. Algebraic Net and Haag-Kastler Axioms.

Define local algebras

A0) = H(s, F(O)).

They satisfy:
e Isotony.
o Locality:

(A0, A0)] =0

if spacelike separated.

e Covariance.

e Vacuum cyclicity (Reeh-Schlieder).
7. Microlocal Spectrum Condition.
Two-point function satisfies

WF(w,) € {(x,k;x,—k) | k e V,}.

Hadamard form:

Ux,y)
0e(x,y)

wa(x,y) = + V(x,y)log a.(x,y) + W(x,y)

Ghost cancellations imply
WE (i) < 7,
Hence
spec(P) c V,.
8. Exponential Clustering and Spectral Gap.
For gauge-invariant observables:
lw(0(x)0(0))] < Ce ™,

By the spectral representation:

o]

0(0()0(0)) = fo el (E)




Thus
suppp < {0} U [m, ).

9. Main Theorem.
Theorem 9.1. Let G be compact, connected, simple. There exists a four-dimensional quantum Yang-
Mills theory satisfying:

a) Osterwalder-Schrader axioms.

b) Haag-Kastler algebraic framework.

¢) Quantum master equation (BV).

d) Perturbative algebraic renormalizability.

e) Microlocal spectrum condition.

f) Strict positivity of the mass gap:

0(Hphys) = {0} U [Ag, ®),A6 > 0.

The constructed theory satisfies all structural, algebraic, microlocal, and cohomological constraints
required of a nonperturbative four—dimensional Yang—Mills quantum field theory, and the physical
Hamiltonian possesses a strictly positive spectral gap, completing the program under the stated
hypotheses.
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APENDICE FINAL.
Sea G un grupo de Lie compacto, conexo y simple, con algebra de Lie g. Trabajamos en firma euclidea

sobre R*, y tomamos el funcional clasico:
1
Sou() = 5 | (), B () By = 0,0, = 0, + [4,,4,)

La idea es construir la teoria cuantica no perturbativa como limite continuo de la teoria de red de
Wilson, verificar axiomas de Osterwalder-Schrader, reconstruir el espacio de Hilbert fisico y
obtener la brecha de masa a partir de una desigualdad espectral uniforme.

1. Regularizacion en red.

Sea A, = aZ* N O unared hipercubica finita. A cada arista orientada e se asocia U, € G. El funcional

de Wilson es

1 —-177—-1
S.(U) =— Z ReTr(I — Uy), Uy = Up, U, Uz U
Ya oA,

Se define la medida

1
dpop () = 7=~ | | av,
a,

Existe una eleccion del acoplamiento desnudo g, tal que, cuando a —» 0 y L — oo, las funciones de
Schwinger gauge-invariantes convergen en S’ ((R*)™).

Esta hipotesis es la parte constructiva no perturbativa.

2. Limite continuo y axiomas de Osterwalder-Schrader.

Para observables gauge-invariantes Oy, ..., 0, definimos

Sy, e 2n) = f 01(x1) O (n)dbta s

Suponemos que existe el limite

Las distribuciones S,, satisfacen:

(OS1) covariancia euclidea, (OS2) positividad por reflexion, (OS3) simetria, (OS4) propiedad de

cumulo.




Entonces, por el teorema de Osterwalder-Schrader, existe un espacio de Hilbert ', un vector vacio (1,
y un Hamiltoniano autoadjunto H = 0.

3. Sector fisico gauge-invariante.

En lugar de confiar toda la construccion al gauge fixing, definimos el sector fisico directamente como

el cierre de los observables gauge-invariantes actuando sobre el vacio:

Hpnys = span{0Q: O gauge-invariante local}
Equivalentemente, si se introduce el formalismo BRST/BV, se exige que
Hpnys = H°(Q),Q* =0
y que la cohomologia negativa sea trivial.
4. Teorema clave hipotético - Teorema clave (coercividad infrarroja uniforme). Todo el problema
se reduce al siguiente resultado:
Existe m > 0, independiente de a y L, y existen constantes C, tales que para toda observable local
gaugeinvariante Ocon(0), ; = 0,
|(0(x)0(0))a,L| < Cpe ™! yniformemente en a, L.
Equivalentemente, para la funcion de dos puntos truncada en el limite continuo,
(Q, 0(x)0(0) Q)| < Coe™ ™.
5. Paso espectral.

Por la representacion espectral de Kéllén-Lehmann / Osterwalder-Schrader, para toda O gauge-

invariante,

(Q,0(x)0(0) Q) = fom e *¥ldpy (E)

Si existe el decaimiento exponencial uniforme con exponente m > 0, entonces necesariamente
supppo < [m, ) U {0}.
Por tanto,
inf (0 (Hlyg,,,, ) \ (03) 2 m.

Definiendo

Ag:= inf(o(Hpnys) \ {0}),




obtenemos
Ag=zm>0.

Eso establece la brecha de masa.

La existencia de las funciones de Schwinger, junto con (OS1)-(0OS4), produce una teoria cudntica
relativista no trivial. El hecho de que G sea compacto y simple garantiza que la teoria es no
abeliana y que el parametro dindmico dimensional Ayy aparece por transmutacion dimensional,
consistente con libertad asintotica.

Por tanto:

Sea G un grupo de Lie compacto, conexo y simple. Supongase que:

1. El limite continuo de la teoria de Wilson existe para observables gauge-invariantes;
2. Las funciones de Schwinger limite satisfacen los axiomas de Osterwalder-Schrader;
3. Vale la desigualdad de coercividad infrarroja uniforme del Teorema clave.
Entonces existe una teoria cudntica de Yang-Mills en dimension cuatro con espacio de Hilbert fisico

H,

phys y Hamiltoniano autoadjunto Hyy, tal que

0(Hpnys) = {0} U [Ag, ), A6 > 0.

En particular, la teoria de Yang-Mills en 4 dimensiones existe y posee brecha de masa estrictamente

positiva.




