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RESUMEN

Dentro del contexto de la creciente demanda de energia a nivel global, los procesos de
generacion e intercambios energéticos juegan un papel determinante y contienen implicitamente
la transferencia de energia térmica. Entre los mecanismos de la transferencia de calor,
particularmente cuando la energia térmica se difunde a través de un cuerpo solido la conduccion
es predominante. En este trabajo se presenta la solucion analitica de la ecuacién general de
conduccién de calor, mediante la aplicacion del método de solucién de ecuaciones diferenciales
parciales de la separacion de variables para el caso de una placa cuadrada sujeta a condiciones
de frontera de tipo Dirichlet para estado estacionario. Los resultados se comparan con un
simulador de modelos térmicos, se observa buena concordancia con los resultados del presente
trabajo.
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Solucion analitica de la ecuacion de Laplace aplicada a un campo de temperaturas
en dos dimensiones usando superposicién

Analytical solution of laplace's equation applied to a temperature

field in two dimensions using superposition

ABSTRACT

At the context of the growing demand for energy at a global level, the generation processes and
energy exchanges have a determining role and significantly contain the transfer of thermal
energy. Among the mechanisms of heat transfer, particularly when thermal energy is diffused
through a solid body, conduction is predominant. This paper presents the analytical solution of
the general heat conduction equation, through the application of the partial differential
equations solution method of the separation of variables for the case of a square plate subject to
Dirichlet-type boundary conditions for state stationary. The results are compared with a thermal
model simulator, showing good agreement with the results of this work.

Keywords: temperature field; partial differential equation; separation of variables
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INTRODUCCION

El calor es aquella energia que se transfiere de una regién mas caliente de un cuerpo a
una mas fria. En los sélidos, la transferencia de calor tiene lugar debido a que las
particulas subatémicas del cuerpo interactlan entre si, siendo que las particulas mas
energéticas transportan su energia a las adyacentes con menor energia por medio de
vibraciones en las moléculas que lo componen y debido a la formacién de un gradiente
de temperatura, aparecera un fendmeno conocido como flujo de calor, éste no puede
ser medido directamente, sin embargo, el pardmetro fisico que lo evidencia es la

temperatura, la cual es cuantificable. Al conocer la distribucion de temperatura 7(X,¢)

(donde la temperatura es funcién de dos variables: el espacio en cualquier sistema
coordenado por donde se transfiere el calor X vy la variable temporal ¢). El flujo de calor
por conduccidn en un cuerpo también es funcion de la configuracion geométrica de éste
(seccion transversal), su espesor, el material del cual estd hecho y la diferencia de
temperaturas en sus fronteras. Para el caso de los liquidos y gases el flujo de calor sera
en la medida de las colisiones y la difusidon de las moléculas durante su movimiento
erratico. A continuacion, se enlistan definiciones de pardmetros termo fisicos que estan
relacionados con la expresion matematica de la ecuacion general de la transferencia de
calor por conduccién.

La conduccién de calor se domina en sélidos y fluidos en reposo, este modelo de
intercambio de energia térmica ocurre debido a la existencia de un gradiente de
temperatura en el cuerpo, es decir, éste Ultimo se encuentra sometido a dos o mas
temperaturas distintas. El fisico matematico francés Joseph Fourier propuso la ley basica
con base a fundamentos tedricos y empiricos de calor que brinda la relacion entre el flujo
de calory el gradiente de temperatura para materiales cuya composicién sea homogénea
e isotrépica (es decir, que la conductividad térmica no cambie en ninguna direccién del

material), en la ecuacién (1) se expresa esta ley [(Bird, 2006) y Welty (2008)]:
Q()_(,t) :_kVT()_(at) []_]
Donde el vector de flujo de calor (q), representa el calor por unidad de tiempo y unidad

de area de la superficie isotérmica en la direccién del decaimiento de la temperatura

[W/mzj, debido a lo anterior, el signo negativo se ha agregado por convencion para

mantener al flujo de calor como una variable positiva en dicha direccién, k es la
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conductividad térmica del material la cual es una variable positiva y posee unidades de
razon de energia por unidades de longitud por unidades de diferencia de temperatura. El
gradiente de temperatura VT', es un campo vectorial, donde los vectores son normales
a la superficie y ésta tiene forma distinta segun se trabaje en coordenadas cartesianas,
cilindricas y esféricas.

Desprendido de un balance diferencial de energia para tres dimensiones, donde un flujo
de calor actue perpendicular a una seccién transversal del cuerpo de acuerdo a una
direccién y fluya a través del mismo, y haciendo uso de la ley de Fourier para conduccion,
bajo la suposicion de isotropia, también dentro del balance de energia para transferencia

de calor se toma en cuenta la posibilidad de una generacion interna de calor ¢ ( pudiendo

ser provocado por corrientes eléctricas que atraviesan el medio, corrientes pardasitas,
fendmenos quimicos internos en el material, entre otros) y un almacenamiento de
energia térmico, ésta ultima debido a la capacidad calorifica de los materiales, lo que
permite determinar el campo de temperaturas y asi mismo el cédlculo de la tasa de
transferencia de calor que ocurrié en las condiciones de frontera establecidas, se obtiene
la ecuacion de Fourier-Biot (donde ¢ =k/ pc, ):
VT+s=—— [2]

k o ot
La ecuacién de transferencia de calor esta sujeta a condiciones de frontera, es decir,
existe un comienzo del fendmeno de transporte y que varia a lo largo del tiempo y/o
espacid hasta una restriccion o condicion de frontera final, por la cual existe un
intercambio de energia y la masa. El presente trabajo trata sobre la solucién de la
tematica antes planteada para el estado estacionario y sin generacion interna de calor
por unidad de volumen por la via analitica por el método de separacidon de variables
haciendo uso de la superposicion [Incropera F.P. y Dewit D.P. (1999), Holman J.P. (1998),
Kreith et al.(2011) y Cengel Y.(2010)]. Asi la ecuacién [2] se reduce a la ecuacién de
Laplace [3]:
VT =0 3]

A continuacion se presenta la solucién a la ecuacion de Laplace para la determinacion de
la distribucion de temperaturas en dos dimensiones (2D) en coordenadas rectangulares,

la literatura contiene propuestas de diversos métodos analiticos, algunos de ellos son: El
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método del problema de transferencia de calor por conduccién inversa (IHCP), la funcién
de Green y el Método de separacién de variables [Ozisik M.N.(1993) , Fernandes A. P. et
al. (2015), Jodar (1990), Alianov (1974), Lesnic et al. (1996),], también se presentan
alternativas experimentales [Guang XuYu (2014)].

METODOLOGIA

El método de separacion de variables o método del producto es un método de solucién
para las ecuaciones diferenciales parciales lineales. Escribiendo la ecuacién [3], en
coordenadas rectangulares para dos dimensiones, se expresa como:

o°’'T 0T
o’ i oy’ -

0 [4]

Para poder resolver la ecuacién [4], se utiliza el método de separacion de variables
[Kreyszig (2003), Raiville (1999), Spiegel (1983), Cain y Meyer (2013), Polyanin y Zhurov
(2020), Wanxie y Xiangxiang (1993), Shokhal y Verma (2021), vy Zill y Wrigth (2011)],

proponiendo una solucion tal que

T(x,y)=X(x)Y(y) (5]

El producto de dos funciones, una funcion que sélo depende de x y otra que solo depende
y, este método es el mas comun para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales, el
método de separacién de variables, también llamado el método del producto. Al ser una
solucién, debe satisfacer la ecuacion diferencial, de modo que la sustituir [5] en [4] se

obtiene:

@ (X@I) S (X@YY) "
Py ayz

Que también puede escribirse:

Y(MX"(x)+X(0)Y'(y)=0 [7]

Que al separar los términos que corresponden a cada variable se obtiene:

X'@_ YW
X Y

Se puede apreciar que un lado de la igualdad dependiente de la misma variable, y el otro

(8]

lado de la igualdad independiente de esa variable y al ser x y y variables independientes
por lo que no dependen entre si, la ecuacion [8] es verdadera si y solo si cada lado de la

ecuacion es igual a la misma constante que se llamara A?, ahora se dice que la ecuacion
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es separable. Se tomara el caso del lado izquierdo de la igualdad, al ser dependiente de x

y el lado derecho ser independiente de x. Llamaremos ahora la constante para el lado

derecho siendo Y"/Y =A* , por lo tanto:

=& 9]
O bien:
X"+A*°X =0 [10]

Y para el caso del lado derecho de la ecuacion [8], se hace

Y'-2’Y =0 [11]

Al resolver estas dos ecuaciones, [10] y [11], la constante A\? puede obtener tres valores
tales que; A= 0, A> < 0, A > 0, ahora se revisara cada una de estas condiciones para A2.

Para el caso A? = 0, llamaremos a este el caso 1. La solucion de las ecuaciones [10] y [11]

sera:
X(x)=A+xB (12]
Y(»)=C+yD [13]

Para el caso A> < 0, llamemos a este, el caso 2. La solucidn de las ecuaciones [10] y [11]

sera:
X(x)=Ade™ +Be™ (14]
Y(y)=Ccosdy+DsinAy [15]

Para el caso A2 > 0, llamemos a este, el caso 3. La solucidn de las ecuaciones [10] y [11]

sera:
X(x)= Acos Ax+ Bsin Ax [16]
Y(y)=Ce" + De™ [17]

Por lo tanto la solucion para T(X,y) sera:

Caso 1,A?=0: T(x,y)=(A+xB)(C+yD) [18]
Caso 2, \2<0: T(x,y)= (Ae”"" + Be’“)(Ccos Ay+Dsiny) [19]
Caso 3,A\2>0: T(x,y)=(Acos Ax+ Bsin lx)(Ce“ +De”1y) [20]
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Considerando el siguiente modelo conceptual (figura 1), donde se representa una placa
cuadrada constituida de un metal (cuyas propiedades se asumen isotrépicas):

Figura 1. Placa plana que considera constitucidn de material isotrépico.

|

T(xb)

TO,v T(ay)

o
Y

T(x, 0)

Las condiciones de frontera se representan:

T(x,b)=T, [21]
T(x,0)=T,. [22]
I(a,y)=T, [23]
7(0,y)=T, [24]

Primero se resolvera la ecuacion de Laplace tomando sélo una temperatura sobre las
fronteras de la placa, parte superior ecuacion7'(x,b) =T, y las demas fronteras estaran
aisladas T'(x,0)=0, T(a,y)=0y T(0,y)=0. Si se toma la solucién para T(x,y) del
caso 1, la ecuacion [18]. Y al sustituir el valor en la frontera T(x,0) =0 se tiene:
0=(A+xB)(C) [25]

Y es posible encontrar un valor para C =0, al sustituir el valor de C en la ecuacion [18],
esta se reduce a:

T'(x,y)=(yD)(A+xB) [26]

Utilizando el valor de la frontera T(0,y)=0, en la ahora modificada ecuacion [26] se

tiene:

0=(A)(yD) [27]

Ciencia Latina Revista Cientifica Multidisciplinar, Ciudad de México, México.
ISN 2707-2207/ISSN 2707-2215 (en linea),noviembre-diciembre, 2022, Volumen 6, NUmero 6 p 5803




Solucion analitica de la ecuacion de Laplace aplicada a un campo de temperaturas
en dos dimensiones usando superposicién

Y rapidamente se puede notar que A =0, al sustituir el valor de A en la ecuacion, esta se
reduce a:

T(x,y)=(xB)(yD) (28]

Si sustituimos el valor de la frontera T'(a, y) =0 en [27], se tiene:

0=(aB)(yD) [29]

Al llegar hasta este punto se puede apreciar que la solucion particular comienza a ser
trivial, por lo que no es conveniente utilizar la condicién de A> = 0, para estas
consideraciones de frontera. De hecho, la consideracion de A? = 0 como solucion llegard
a ser soluciones triviales en este problema de la placa plana. Seguiremos con el caso de
solucién general el caso numero 2. Si sustituimos el valor en la frontera T'(x,0)=0 , se
obtendra:

0=(Ae™ +Be *)(C) [30]

Y de inmediato se encuentra un valor para C, C =0 y sustituyendo el valor en la ecuacion
[30], se obtiene:

T(x,y)=(4e™ + Be ™) (Dsin 1y) (31]

También en esta ecuacion se puede utilizar propiedades de sinhx y coshx para facilitar
la obtencidn de la solucién particular, quedando:

T(x,y)=(Acosh Ax + Bsinh Ax)(Dsin 1y) (32]

Utilizando el valor en la frontera 7(0, ) =0 en la ecuacion [32], se tiene:
0=(A)(DsinAy) (33]

Se notard que la solucién es una solucion trivial. Ya que, si se despeja D de la ecuacion, su
valor serd cero, y la sustituir ese valor toda la solucion también sera cero. Por el otro lado,
si despejamos A también tendra valor de cero, pero si sustituimos este valor en [32],
resulta:

T(x,y)=(Bsinh Ax)(Dsin Ay) [34]

Y al sustituir el valor en la frontera T'(a,y) =0 en [34], se tiene:
0=(BsinhAa)(Dsiny) [35]

Y al despejar cualquier constante se observa que B=00 D=0y al sustituir cualquier valor
se llega a una solucidn trivial. Por lo que quedarad como ultima solucién el caso nimero 3.

Al sustituir el valor de la frontera T(0,y)=0:

0= (A)(Ce” +De ™) [36]
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Y se nota que A=0, al sustituir el valor obtenido, la ecuacién [36] se reduce a:
T(x,y) = (Bsin Ax)(Ce™ + De ™) [37]

Al utilizar el valor de la frontera T'(x,0)=0 , se tiene

0= (Bsin Ax)(Ce" + De") (38]

Se puede introducir la propiedad 2sinh Ay =e™ —e ™, quedando la ecuacién:
T(x,y)=2BC(sin Ax)(sinh 1y) [39]

Tomando ahora el valor de la frontera T'(a, y) =0, se tiene que:

0=2BC(sin Aa)(sinh 1y) [40]
Despejando
0= BC(sin Aa) [41]

Se debe considerar que BC#0 para que la solucidon no se convierta en una solucién
trivial. Y la Unica manera que queda para que se cumpla la igualdad es que sinda=0,

pero para que eso suceda da=nx siendon=1,2,3.., porlotanto A =nzx/a.Teniendo

en cuenta esto, la ecuacion [39], se convierte en:

T = BC(sinﬂxJ[sinhﬂy] , nentero [42]
a a

Al tener numerosas soluciones para T, y utilizando condiciones de convergencia, puede

decirse que la serie infinita
T'=>»T [43]
Que también puede expresarse como:

T(x,y)= i(BC sin A,xsinh 4, y) [44]
n=l
Es también solucion de la ecuacidn diferencial. Y haciendo que el producto de B con C al
ser constantes resultard otra constante, le llamaremos BC = 4, , entonces:
T(x,y)= i(An sin A, xsinh 4, ) [45]
n=1
Al tomar por ultimo el valor de frontera T'(x,b) =1, vy sustituirlo en [44], se tiene:

T, = i(An sin A, xsinh 4,b) [46]

n=1
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Para evaluar a A, se dispone de un método estandar. Este implica escribir una expresion
en serie infinita analoga en términos de funciones ortogonales. La forma de los
coeficientes A, de esta serio se determina multiplicando cada lado de la ecuacion por

sin4 x eintegrando entre los limites de Oy a:

[7(7, sin A,x)dx = I:(sin ﬂ,nxi(An sin A xsinh lnb)jdx [47]
n=1
[[(7,sin4,x)dx = ["(4,sin’ 4,xsinh 2,b)dx [48]

Integrando y evaluando resulta:

4T, (1-cosA,a) 1
" 2Aa-sin2la sinh A b

[49]

Al sustituir el valor obtenido para A, en la ecuacidén [46], |la solucidn particular para estos
valores en la frontera resulta:

4T, (1—-cos A,a)
T n
(o= Z{ sinh 4,5)(2A,a —sin 24,4

)(sin A,x)(sinh ﬂny)} [50]

La segunda solucion a la ecuacion de Laplace es tomando la temperatura sobre las
fronteras de la placa, parte lateral derecha T'(a,y) =1, y las demas fronteras estaran
aisladas T(x,b)=0, T(x,0)=0, T(a,y)=0 y T(0,y)=0. Siguiendo la misma
metodologia se llega a la solucion:

1 Ab), . )

La tercera solucion a la ecuacion de Laplace es tomando la temperatura sobre las

fronteras de la placa, parte inferior, y las demas fronteras estaran aisladas 7'(x,0) =T,
T(x,b)=0, T(a,y)=0, y T(0,y)=0. Aplicando el procedimiento metodoldgico se

obtiene la solucion:

T(x,y)= Z[[ c(1-cos, a))(sinlnx)[cosh/l y—Msmhl”yﬂ [52]

o 2A,a—-sinA a sinh A b

n

La cuarta solucién a la ecuacién de Laplace es tomando la temperatura sobre las fronteras

de la placa, parte izquierda 7'(0,y)=1,, y las demas fronteras estaran aisladas:
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T(x,0)=0, T(x,b)=0y T(a,y)=0.Nuevamente al efectuar el processo metodoldgico

se obtiene la solucion:

T(xy) = i [4TD (1-cos ﬁ”b)][cosh Ax— Msinh inxj (sin4,y) [53]

22,b—sin24,b sinh A a

n=l1
RESULTADOS Y DISCUSION
Tomando la ecuacién [50], y utilizando el compilador Fortran de esta solucidn particular
se presenta la siguiente isoterma, donde es facilmente apreciable la frontera superior o
Norte a una temperatura de Ts= 100°C, tal y como se esperaba.
Figura 2. Isotermas con una temperatura en la frontera norte de 100°C, las fronteras Este,

Oeste y Sursona 0°C

0 1 2 3 4 § 6 7 8 9

De igual forma, tomando la ecuacién [51], en la figura 3 se puede observar la isoterma
correspondiente para el caso en que la frontera Este, se encuentre sujeta a Tg = 100°C.

Figura 3. Isotermas con una temperatura en la frontera Este de 100°C, las fronteras Norte,
Sur y Oeste son a 0°C.
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De manera analoga se obtendrian los perfiles en dos dimensiones para las fronteras Sur
y Oeste. Finalmente al someter a diferentes condiciones de frontera tipo Dirichlet
simultdneamente las soluciones particulares para cada caso de valores en la frontera para
la placa plana se tomarad el teorema de superposicion para determinar la solucién

particular de toda la placa plana con valores en la frontera:

T(x,b)=100 53]
T(x,0) =40 [54]
T(a,y) =70 [55]
T(0,y)=10 [56]

Se hard una sumatoria de las cuatro soluciones particulares, T(x, y) :ZT :
T(x,y)= i[An (sin4,x)(sinh 2,y) |+ i[Bn (sinh 4,x)(sin 4,y) |+
n=1 n=1

+Z{Cn (sin /lnx)[cosh Ay - Cosl}llj[[j sinh 4, yﬂ + Z{ (cosh/l _coshda . o Aﬂxj(sin ﬁny)}
p sinh 4,

— sinh 4 a
[57]
La superposicion de los resultados para el método analitico de separacién de variables
arroja la siguiente distribucion de temperaturas:
Figura 4. Isotermas con una temperatura en la frontera Norte de 100°C, frontera Este de

70°C, frontera Sur de 40°C y Oeste a 10°C.

Los resultados muestran una correlacion coherente de la distribucion interna de la
temperatura que depende de las condiciones de frontera a que estuvieron sujetas. Para

corroborar los resultados obtenidos se procedidé a realizar una validacion contra los
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resultados de la distribucion de temperaturas obtenido por un paquete de software de
simulacién para la transferencia de calor de licencia libre (Figura 5).
Figura 5. Isotermas resultado de la solucién por paquete de software para la simulacién de

transferencia de calor (las dimensiones son en cm).

Temperature
T(O

73.00

64.00

54.93

4533

36.99

2799

18.99

999

CONCLUSIONES

Como se puede constatar los resultados de la distribuciéon de temperaturas 2D para

estado estacionario, producto de la solucion analitica por la aplicacion del método de

separacién de variables, tiene alta correspondencia en contraste con la solucion

numeérica y con un software para simular dicha distribuciéon, muestran total concordancia.

Los errores porcentuales absolutos son menores al 1% respecto de la solucion analitica.

Se comprobd la utilidad y eficacia del método de separacion de variables.
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