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RESUMEN

Para comprender y explicar los diversos fenomenos naturales en el mundo, ya no es suficiente utilizar
dimensiones enteras. Este trabajo responde a la interrogante: ;Existe complejidad para obtener una
dimension fractal asociado a distintas curvas y conjuntos? La respuesta tiene que ver con el propdsito
de explicar la medida de conjuntos, precisando su estimacion teoérica y numérica de la dimension
fractal. Como consecuencia de la discusion del concepto de dimension y la caracterizacion de objetos,
es posible concluir que hay una diferencia substancial entre la geometria euclidiana y la geometria
fractal, generado por nuevos conceptos como: autosimilitud, autosemejanza, dimension de escala,

dimension de Hausdorff, dimension topologica y objetos fractales.
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Characterization of loci and the complexity of the fractal dimension

ABSTRACT

To understand and explain the various natural phenomena in the world, it is no longer enough to use
whole dimensions. This work answers the question: Is there complexity to obtain a fractal dimension
associated with different curves and sets? The answer has to do with the purpose of explaining the
measurement of sets, specifying its theoretical and numerical estimate of the fractal dimension. As a
consequence of the discussion of the concept of dimension and the characterization of objects, it is
possible to conclude that there is a substantial difference between Euclidean geometry and fractal
geometry, generated by new concepts such as: self-similarity, self-similarity, scale dimension,

Hausdorff dimension, topological dimension and fractal objects.
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INTRODUCCION

La geometria euclidiana, el calculo y la trigonometria son las herramientas que mayormente se utiliza
para modelar los fendémenos naturales. Los modelos son descritos en términos de puntos, lineas rectas,
circulos, parabolas y otras curvas simples, sin embargo, algunos fenomenos naturales se describen
mejor por una dimension cuyo valor no es necesariamente entero; es decir, no corresponde a una
dimensioén euclidiana.

Para realizar el respectivo analisis, se toma como base los aportes de Benoit Mandelbrot, en razon de
que los resultados de sus investigaciones abren espacios para realizar multiples pesquisas dirigidos a
distintas areas del conocimiento, (Mandelbrot, 2003). Si ponemos atencion a la interrogante: ;hay
complejidad para entender la dimension fractal asociados a distintas curvas y conjuntos? La respuesta
pasa por fundamentar si la geometria clasica o euclidiana son las més adecuadas para generar formas
complejas y, observar qué sucede con su estructura cuando estd sometida a una ampliacion.

La geometria fractal, es el estudio de las geometrias de las formas irregulares, buen tiempo se hizo en
forma independiente de la geometria euclidiana. En los trabajos de Barletta y Barbosa, se calcul6 una
relacién empirica para determinar el nimero de islas en una region geografica cualquiera, con una

superficie superior a r, mediante una expresion de la forma, N(S) = ar~P, donde a y D son
1, . .
constantes, sus resultados fue que D = 2> ain cuando otros estudio demuestran que es variable,

(Barleita y Barbosa, 1993).

Kendel y Walker (1996) explica, que la mayoria de los modelos se construyen asumiendo un
comportamiento simétrico y ordenado de las formas y fendomenos de la naturaleza que en algunas
ocasiones eran aproximaciones gruesas de la realidad. Estos nos explican que los conocimientos lisos
y ordenados no funcionen; sino que, cuando el fendémeno no se puede describir de manera simple,
hay que pensar en algo anormal dentro del fenomeno bajo estudio lo esta llevando hacia otro punto
de observacion donde su naturaleza tiende hacia la complejidad o hacia el caos, (Chanona et al.,

2001).
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Un gran numero de objetos en la naturaleza son irregulares o fragmentados, hasta un grado tal que la
geometria euclidiana no puede describir sus formas. Entonces, para el trabajo, el término fractal se
define matematicamente como un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch es
estrictamente mayor que su dimension topoldgica, (Denko et al., 1982). Hay que tener en cuenta, que
en cada disciplina en donde se aplica la geometria fractal se ha sefialado definiciones especificas al
término fractal.

Entonces es preciso tomar en cuenta un conjunto de elementos definidos para el desarrollo del
presente trabajo. Yano, sefiala que un fractal es un objeto geométrico compuesto de elementos
también geométrico de tamafio y orientacion variable (Yano, 1996), pero su aspecto es similar, con
la particularidad de que, si a un objeto fractal lo aumentamos, los elementos que aparecen vuelven a
tener el mismo aspecto, independientemente de cual sea la escala que se utilice. Se puede decir
entonces, que los objetos tienen una estructura geométrica recursiva; afirmaciéon que indica, para
representar graficamente un fractal, bastaria con encontrar la relacién o la ley de recursividad entre
las formas que se repiten; es decir, encontrar el objeto elemental y la ley de formacion, luego
establecer el algoritmo grafico.

Por otro lado, existen dos tipos de objetos fractales: los matematicos o deterministicos y los naturales
o aleatorios. Los primeros son generados por ecuaciones y formas geométricas que son iteradas a
diferentes escalas; y los segundos al igual que los fractales matematicos presentan las mismas
estructuras a diferentes escalas de observacion; pero, se diferencian en que el intervalo de escala de
observacion es limitado; en los fractales matematicos las escalas pueden ser infinita, mientras que en
los naturales la escala que observa su propiedad de autosimilitud es finita, (Mandelbrot, 2003).

Una caracteristica de los objetos fractales, y quizas la que mayor aplicacion practica tiene es la
dimension fractal, ya que esta se usa como una medida de la irregularidad de muchos procesos fisicos,
permite cuantificar el grado de accidentalidad de un objeto. En términos empiricos, la dimension es
el nimero de variables independientes o los grados de libertad; geométricamente es nimero minimo

de coordenadas que se requiere para especificar la posicion de un punto en un objeto.
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Tomando en cuenta estas consideraciones, queremos analizar y sistematizar, el concepto de medida
y la dependencia del instrumento de medicidon, como se cuantifican los conjuntos, la complejidad para
obtener una dimension euclidiana, dimension topologica, dimension de escala, medida de HausdorfT,
en este caso, la complejidad se entiende como la dificultad de entender la dimension fraccionaria.
Principalmente, damos respuesta a la conjetura de existencia de lugares geométricos de curvas y
conjuntos con dimensiones complejas correspondiente a fractales, los objetivos especificos son: a)
caracterizar la variedad de lugares geométricos de curvas y conjuntos asociado a la complejidad y
morfologia de la dimension fractal, b) establecer las posibles relaciones y principios de la geometria
fractal comparado con la geometria euclidiana, desarrollando teoria de autosimilitud como una
propiedad de los fractales, c) obtener el caracter fractal de la medida de conjuntos geométricos,
relacionados con las distintas dimensiones.

PRINCIPIOS BASICOS

Primero analizamos brevemente lo que significa dimension topologica, la definicion inductiva dada
por Poincaré para introducir este concepto fue la siguiente: Conjunto vacio, dimension topologica
—1 = D; punto, su dimension topoldgica 0 = D; segmento, dimension topoldgica 1 = D; cuadrado,
dimension topologica 2 = D; cubo, dimension topoldgica 3 = D, (Smale y Hirsch, 1974).

Una definicion distinta de dimension topologica es la definicion por semejanza, se obtiene desde un
objeto H, partes iguales N, semejantes al original, con razon se semejanza r, entonces la dimension

topologica de H es el nimero D que verifica la formula Nr° = 1, es decir,
_ Ln(N)
()’

Esta definicion se justifica desde la teoria de medida:

D

(a) La medida de la union de N figuras que no se solapan A;, A,, Az, ..., Ay es la suma algebraica de

sus medidas, es decir: m(UR=; Ax) = Y= m(Ay).
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(b) Si una figura A es semejante a otra figura B, con razéon de semejanza r, la medida de A es
proporcional a la medida de B, siendo la constante de proporcionalidad una potencia de la razén
de semejanza,

1

D
m() = (3) .m(B).
La media total del segmento AB es la suma de la medida de todos los subconjuntos iguales, m(AB) =

D
YN_.m(sy) = Nm(s,); por otro lado, m(AB) = (%) .m(s;), de donde

D
1

V=)
T

entonces, r°. N = 1, es el exponente D, es lo que se denomina dimensién de autosemenjanza.

Justificacion: consideramos un segmento; se divide, por decir, en dos partes iguales. N = 2, r = >

se obtiene la formula,

__Ln(N) _ Ln2 _
P Tm

es decir, dimension de autosemejanza 1 = D.

.. ) . 1 .
Para el caso de un cuadrado: se divide, por decir en 4 cuadrado iguales, N = 4,r = 8¢ obtiene:

_ In(N) _ Ln4 _

D=

1 ]
;) 2
luego, la dimension de autosemejanzaes 2 = D.

.. . . 1 .
Para el caso de un cubo: se divide, por decir en 8 cuadrado iguales, N = 8,r = 8¢ obtiene:

_ In(N) _ Ln8 _

D =

() ">

luego, la dimension de autosemejanza es 3 = D.

La geometria euclidiana y las funciones elementales, tales como el seno, el coseno y los polinomios
son la base del método tradicional para analizar datos experimentales. Una linea recta tiene dimension

uno, mientras que una curva fractal tendra una dimension cuyo valor es de entre uno y dos,
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dependiendo del espacio que esta ocupe en el plano y de su comportamiento en si, (De Guzman, et
al., 2000).

Si se considera que, N,, « Cr; 2 donde N,, es el niumero de fragmentos del tamafio 7;,, siendo C una
constante, y D el indice de similitud de dimension fractal, D puede ser estimada por:

)

toa(i)

para explicar esto, se considera el segmento de longitud unitaria, puede dividirse en partes mediante
procedimientos diferentes: Si el segmento es primeramente dividido en dos partes, sir; = ~»Y como

una de las partes se conserva y la otra se elimina, N; = 1. Posteriormente, la parte del segmento

inicial conservada se divide también en dos partes y se conserva una de ellas de manera tal que r, =
2y N, = 1. En este caso D tiende a ser cero y equivale a la dimension euclidiana porque siempre

N,, = 1, sin importar el nimero de iteraciones o veces que se ejecute el proceso de division del
segmento y de conservacion de una parte de sus partes; e inclusive, la longitud tiende a aproximarse

a cero conforme se incrementa el niimero de iteraciones.
: o , 1
Si el segmento es dividido en dos partes, pero conservandolas. Entonces, r; = Sy Ny = 2. De la

siguiente iteracion se obtiene r, = iy N, = 4; porlo tanto, D = lzi% = 1. El resultado tiene sentido

porque la longitud del segmento siempre sera unitaria. Asi, no es dificil crear lineas de dimension

euclidiana.
: D . . 1
Si el segmento si divide en tres partes iguales y se conservan dos de los extremos. Asi, 1y = 3Y N, =

. 1 .
2. Al repetir el proceso, 1, = § y N, = 4, entonces D = 122% = 0,6369, en este caso se tiene un

fractal desconectado; ademas, es el fractal deterministico.
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Si el segmento se divide en cinco partes iguales y conservando las partes de ambos extremos y la
1 . - 1
central, r; = zy N; = 3, Al repetir el procedimiento en cada parte conservada r, = =Y N, =9,

_log(2) _
resulta D = Tos(5) — 0,6826.

Pues bien, asi como fue posible encontrar dimensiones fractales con valores entre cero y uno para
segmentos lineales eliminando partes, es factible encontrar al invertir el proceso, es decir, al
incrementar la longitud del segmento. Por supuesto que también es posible aplicar los procedimientos
de fragmentacion a cuadrados, rectangulos y otros tipos de planos para estimar el valor de su
respectiva dimension fractal (Tang y Raper, 2002).

DIMENSION Y COMPLEJIDAD

Segun senala Koch, la teoria fractal puede ser considerada como una herramienta valida y 1til para el
estudio de fendmenos dindmicos en el cuerpo humano o en la naturaleza y nos permite una
aproximacion mas acorde con la complejidad y la ausencia de linealidad existente en dichos procesos,
(Schoreder, 1991).

La dimension fractal es un indice matematico que podemos calcular y que nos permite cuantificar las
caracteristicas de los objetos o fendmenos fractales. Este indice se puede calcular de varias formas;
la concepcion de dimension que se usa normalmente es la euclidiana clasica; de esta forma, la
dimension fractal es un indice que nos permite cuantificar mejor las caracteristicas geométricas de
objetos con geometria fractal. Los fendmenos con comportamiento fractal pueden ser representados
por medio de graficos de lineas, en estos graficos podemos medir su dimension fractal y lograr asi
cuantificar la complejidad de su dindmica caotica.

Al igual que cuando se habla del caos, una de las propiedades mas significativas de los fractales y
que resulta especialmente llamativa es el hecho de que se originan a partir de unas situaciones iniciales
o reglas basicas, que daran lugar a figuras extremadamente compleja. Otra caracteristica esencial del
concepto de fractal es la autosemejanza. En el caso mas concreto de los fractales, se aprecia como un

objeto fractal cada vez que se cambia de escala, revela un claro parecido con la imagen anterior.
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LAS FUNCIONES COMO OBJETO FRACTAL

sen(n?mx) sen(4mx) n sen(9mx) " sen(16mx) .

4 9 16 ’

Una funcion de la forma g(x) = Ym—q = sen(mx) +

nZ
presenta continuidad, pero no es derivable en ningin punto, entonces es una funcioén con problemas.
Sin embargo, se explica que casi todas, en el sentido de categoria de Baire, las funciones continuas
no tienen derivadas en ningin punto. Es decir, para tener una idea de la grafica de una funcion, asi,
esta funcidn es la de Riemann, como un objeto fractal puede describir un fenémeno real mejor que la
geometria euclidiana. Una cultura de imagen resulta importante en estos tiempos, sobre todo cuando
se toma en cuenta el impacto de los ordenadores.

Figura 1:

El grafo de la funcion no derivable de Riemann en x € [0, 2]

)
‘:‘__ﬂ
i
%
>
-

Fuente: Visible en Eceizabarrena (2021)

sen(2mn?x)
n2

Segun Weierstrass (1994) consider6 que h(x) = Yn- , aunque Riemann también asumio6

cos(2mn?x)

una funcion similar f(x) = = ambas funciones son continuas que carecen de derivada en
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todos los puntos, el tema de continuidad y derivabilidad siempre es un tema de discusion en la
investigacion.

La continuidad de g es evidente por ser una serie uniformemente convergente de funciones continuas,
figura 2, pero ni Riemann ni Weierstrass pudieron demostrar nada respecto de su derivabilidad (Tang

y Raper, 2002). Sin embargo, se sabe que g no es derivable en los irracionales ni en los racionales de

2n 2n+1

la forma ——, ——
4m+1’ 4m+2

, pero existen infinitos puntos en los que g es derivable, concretamente los

. 2n .y . ’ .
racionales de la forma Tl vm,n € Z. La funcion de Weierstrass esta definida en la recta y toma

valores reales, es continua en todo punto y no es derivable en ninguno, el grafico es una curva no
rectificable con dimension fractal mayor que 1. La demostracion sobre la continuidad es inmediata,
pero la no derivabilidad es mas compleja, podriamos mostrar una variante de esta funcion g(x) =
Yin=1acos(b™mx) siendo a, b reales, asi que la funcion no es derivable en ningin punto de su

dominio.

Una funcion en [0, 1] continua no derivable en ningin punto, se define como:

Lo cual tiene caracter aparentemente simple, su construccion es muy semejante, salvo sustitucion del

coseno, extendiéndose por periodicidad a todo R. La funcién sobre T se define entonces como,

o T2™)

¢(X)= n=0 on

como T es acotada, la serie converge uniformemente, y por tanto w es continua. Se demuestra que no

tiene derivada en ningln punto, la grafica se puede interpretar como una suma parcial de la forma:

T(2kx)
2k

Sn(x) = Z:l

lineal a trozos.
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Figura 2: Funcion de Weierstrass que sefiala un comportamiento fractal

n=1
. —.— a=057

Funcién de Weierstrass (]

o
flx) = Za"cos{b"‘n’m) conld<a<lyab> 1+g1’r

n=0

R LA L |
f\wvwwv : WW\NU {1 I S L S

Fuente: Hecho en Geogebra por Luis Alejandro Ferro Alfonso

MANIPULACION DE CONJUNTOS

Proceso geométrico para definir un conjunto: se divide un segmento en 3 partes iguales y suprimir
la central, siguiendo indefinidamente la operacion con cada uno de los segmentos mas pequefios que
vamos obteniendo.

Para construirlo se parte del intervalo cerrado C, = [0,1] se divide en tres partes iguales y se elimina

la de en medio, obteniendo un conjunto C; que es la unidén de dos intervalos cerrados disjuntos de
longitud %, yC = [0, %] U E, 1], con cada uno de los intervalos que forman C, se repite el mismo
proceso, obteniendo C3, que es la union de 2*# intervalos cerrados disjuntos de longitud 372. Iterando
el proceso se construye una sucesion Cj, de conjuntos cerrados formados por la unién de 2% intervalos

k
cerrados disjuntos de longitud 37%. La medida o longitud de Cj es por tanto (g) y tiende a cero

cuando k tiende a infinito. Entonces C, = [0, %] U E,ﬂ U E,g] U E, 1], se continua de este modo.
Estos conjuntos forman una sucesion decreciente Cp,1 € C, V k € N, cuyo conjunto limite es
(Gustavo, 2009),

C = Np=o Ck-
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En principio parece un conjunto muy pequeiio. De hecho, su longitud es cero. Sin embargo, tiene la
cardinalidad del continuo; es decir, el mismo nimero de puntos que el intervalo [0,1]. Esto resulta
claro, cuando se detecta que C es el conjunto de puntos cuya expresion decimal en base 3 tiene solo

cerosy 2. De

dy ,dy , ds , d
C = {?1+3—§+3—§+3—:+ -+,dy =00 2paratodo k}
sus propiedades topologicas que mas resaltan son: es un conjunto perfecto; es decir, compacto y en
el que todo punto es de acumulacion; es totalmente disconexo. Su imagen no es mas que un conjunto
disperso de puntos, repartidos en el intervalo [0,1]. La pregunta: ;qué lo convierte en un fractal? Dos

propiedades caracteristicas de todos ellos: a) es un conjunto autosemejante , que es la union de dos

copias de si mismo reducidas a un tercio de su tamafio original; b) su dimension fractal es fraccionaria,

092 _ (630905 ...
log3

Vamos a justificar como resulta este valor del intervalo dado, se obtienen dos intervalos semejantes

dividiendo el intervalo inicial en tres partes iguales. Se elimina la parte central, con los que aparece
. . . \ : 1 . 1 : .,
dos intervalos semejantes al primero, con razoén de semejanza e Esdecir, N =1,r = T La reiteracion

hasta el infinito del proceso permite reducir el intervalo generador, su dimension fractal es

__Ln(N) _ Ln(2) _
D = Ln(%) =) 0,630905,

luego, surgen las siguientes propiedades para que este conjunto: a) C # @, contiene entre otros
puntos, a los extremos del intervalo; b) es cerrado y acotado, luego es cerrado de R; c) en C no hay
puntos aislados, todo punto de C es limite de las sucesiones formadas por los extremos de los
intervalos de tamafio 3% que lo contienen.

Ahora se construye una curva que tiene utilidad practica en el tratamiento de imagenes. Esta curva
puede construirse también a partir de otras configuraciones iniciales. Entre estos conjuntos existe

una discordancia entre su tamafio real y su configuracion espacial; es decir, su disposicion en el
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espacio. Por ello se considerd necesario establecer una medida adecuada a su tamaiio, por una parte
y por otra estudiar su forma y propiedades geométricas.

Una curva con propiedades interesantes desde el punto de vista matematico es la curva de Helge von
Koch; a) no es posible trazar una tangente en un punto de su perimetro; b) la longitud entre dos puntos
cualesquiera de su perimetro es infinita; ¢) la curva limita en su interior con un area finita.

Una explicacion para esta curva: se construye comenzando con un segmento rectilineo, que sin
pérdida de generalidad supondremos de longitud uno. En un primer paso, se divide en tres partes

iguales y se sustituye la central por un triangulo equilatero sin la base. Se obtiene asi una figura

o1 . .
formada por cuatro segmentos de longitud . En un segundo paso se repite el proceso anterior con

cada uno de los cuatro segmentos, obteniéndose una figura con 16 segmentos de longitud %. Este
proceso se itera, y en el limite se obtiene la curva de Koch.

En el n-ésimo paso se obtiene una curva formada por 4™ segmento de longitud 37", por lo que su
longitud total es G)n. Como §> 1, la curva de Koch tiene longitud infinita; es decir, no es

rectificante. La curva de Koch es un objeto autosemejante: es la union de cuatro copias de si misma

reducidas a un tercio de su tamafio original. De cada uno de los cuatro segmentos que constituye la

. . . . 1 1
curva se obtiene otra semejante con razén de semejanza > luego N = 3,r = 3- De manera que para

_ 1 . .,
que la curva no cerrada de von Koch de lado 1 constituida por 4 curvas de lado 7 su dimension fractal

€S

D= Ln(N) _ Ln(4) _ Ln(4)
- Ln(%) - Ln(l/%) E)

= 1,26181.

. . . o4l . L 0
Las propiedades son: a) la poligonal K; tiene longitud S yesta formada por segmentos de tamafio Pe
Vi € N;b)lacurva de Koch es continua y converge uniformemente; c) no es diferenciable en ningin

punto.
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DEDUCCION DE LAS DIMENSIONES
Una de las caracteristicas de los objetos fractales es la autosemejanza. Pero aqui, se necesita una
definicion mucho mas precisa. Una semejanza en el plano es una composicion de: una dilatacion, una
traslacion, una rotacion y una reflexion. Es una transformacion que conserva la forma y las
proporciones, pero que puede variar el tamafio, la posicion y la orientacion. En coordenadas
cartesianas se expresa como.
S(x) _ (is 0 )( cos@ sene) (x) + (a)

y 0 +s/\—senf cos6/\y b/
donde s > 0 es el factor de dilatacion, 6 es el angulo de rotacion y (a, b) es el vector de traslacion.
Los signos + se toman dependiendo si hay o no reflexiones, luego nos apoyamos en las siguientes
definiciones (Chamizo y Cordova, 1994).
Definicién 1: un conjunto A € R? es autosemejante si existen semejanzas Sy,S,,Ss, ..., Sy, con
factores de dilatacion respectivos s; < 1, 1 < i <n, tales que, B = S;(B) US,(B) U S3(B) ...U
S (B). Es decir, si B es 1a union de n copias reducidas de si mismo.
Como se acaba de ver, la autosemejanza no basta caracterizar los objetos fractales, es fundamental
analizar su dimension fractal. Se puede sefialar que existe concepcion intuitiva, para hacerla rigurosa
desde un punto de vista matematico. Asi, una de las caracteristicas mas impresionantes de los objetos
fractales es que tiene dimension fraccionaria, la cual va dar una idea de irregularidad y fragmentacion
del objeto.
En matematicas las ideas son distintas, para asignar una dimension a los fractales, no todas
equivalentes. Las més utilizadas son la dimension de Haussdorf, la de Minkowski y la de fractal.
Todas dan el mismo resultado cuando se aplica a conjuntos autosemejantes.
Dimension de Minkowski: para obtener la dimension de Minkowski, se asume que se tiene un
segmento rectilineo de longitud L y que con centro en cada uno de sus puntos se traza una
circunferencia de cada radio € > 0 pequefio en comparacion con L. El resultado es un 6valo cuya

drea es A(g) = 2Le + me?. Si & es pequefio, el seundo término es despreciable, y el 4rea es
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aproximadamente proporcional a . Tiene importancia aqui, el area del 6valo es proporcional a &

elevado a la potencia 1,y que 1 es precisamente la dimension del segmento, de donde 1 = “%L %.
E—

Por otro lado, asumiendo que se tiene una curva continua y: [0,1] = R?, dado & > 0, el dvalo es el
conjunto, S(y,s) = Ug<t<1 B(y(t), ), donde B(P,r) es bola abierta de centro el punto P € R? y
radio r. Ahora si la curva es fractal, los circulos cubriran un area mas pequefia, esto es por las
irregularidades de la curva, y el 6valo tendra un area proporcional a una potencia £, de donde d >
1; precisamente, el exponente de esa potencia es la dimension de Minkowski de la curva.

Definicion 2: Sea y:[0,1] —» R? una curva continua. Aqui su dimension de Minkowski esta dado por

log (Area de S(v,¢€))
log (&)

) = i,
Dimension fractal: la forma como se obtuvo la dimension de Minkowski, resulta ser una valiosa
herramienta tedrica; pero, hay una limitaciéon en cuanto a la aplicacion practica para calcular la
dimension de fractales naturales. Para determinar la dimension fractal de una curva, se prepara una
serie de cuadriculas R;, cada vez més finas, de forma que el lado de la k-ésima sea la mitad del lado
del anterior. Se superpone la cuadricula sobre la curva y se calcula N.(k) que es igual al nimero de
cuadrados de R}, que cortan a la curva. (Barnsley y Massopust, 2014). Si la curva fuese un segmento
rectilinea, es claro que entonces N (k) seria proporcional a 2k: al reducir a la mitad el lado de la
cuadricula se duplicaria el nimero de cuadrados que lo cortan. El resultado es entonces N, (k)~2%¥,
donde d > 1. Precisamente, el exponente d es la dimension fractal.

Definicién 3: Sea A un subconjunto compacto de R?,y N, (k) el nimero de cuadrados del reticulo

plano de lado 2% que interseccion no vacia con A. La dimension fractal de A es

6(14) — ]llm log (Nc(k))

) k ’
para determinar de una manera practica la dimension de un fractal natural, es cierto que no se puede
llegar al limite, pues a partir de un cierto k se estaria en una escala menor que la mas pequena de las

potencias elementales. Lo que se hace es elegir un rango de k’s adecuado a los 4 objetos que se
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examina, hallar experimentalmente N, (k) en ese rango, y aplicar una regresion lineal de los valores
de k y log (N.(k)). el resultado es, la pendiente de la recta de regresion es una estimacion de la
dimension fractal.

Dimension de Homotecia. La dimension fractal de una entidad cualquiera puede determinarse del

Ln(N)
1

1n(5)

el objeto, I es la altura del objeto (proyeccion) y P es la altura de las unidades que forman el objeto.

siguiente modo D = , donde D es la dimension fractal, N es la cantidad de unidades que forman

Se hace notar como se manipula este resultado. Para una recta formada por N = 3 segmentos, se

Ln(3)

tienel =1,p = g, luego D = T,) = 1; por tanto, D = 1. Para un cuadrado formado por N =9
™1
, . 1 Ln(9) . . .
cuadricula, se tiene: I = 1,P = 3 N =9, por tanto, D = p ( 7 ) = 2, es decir, la dimension es 2.
™1

. , . . .y . 1
Para una seccion de la curva de von Koch después de la primera iteracion, se tiene [ = 1,p = > N =

Ln(4)

Ln(713)

seccion de la curva de von Koch, es infinita. Esto tiene sentido, en una iteracion cero, el perimetro es

4,Luego D = = 1,26 lo cual es una dimension fractal. Por otro lado, el perimetro de cualquier

0 1
. (4 . . ., , 4 . (4 . .
1, es decir (§) . En una primera iteracion, el perimetro es 3 €8 decir (5) . En una segunda iteracion,

2 n
, 16 . (4 L. . ., , 4
el perimetro es 5> s decir (§) . Para una enésima iteracion, el perimetro es (5) , entonces el

, e L\
perimetro se hace infinita, cuando lim (—) = o0,
n—oo

Es importante observar entonces que una figura determinada puede tener una dimension fractal
independiente de la escala o resolucion en la que se realizo el calculo. Por sefialar a una linea que se
tomod como recta, cuya dimension D = 1, cuando se mira con mas detalle puede presentar espesor e
irregularidades haciendo que D sea mayor que 1,

En cuanto a la dimension de homotecia, cualquier objeto fractal de I, construido de pequefias unidades
de tamafio p, siendo N el numero de unidades enteras que caben en él, podemos definir la dimension

de homotecia D de la siguiente forma,
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se toma logaritmo de neper en ambos miembros se obtiene Ln(N) = D.Ln (é), de donde la

dimension D es,

D= Ln(N) .

Explicamos para objetos de dimension entera. Para un segmento de longitud 1 constituido por 3

I ., .
segmento de tamafio 3 la dimension seria,

D= Ln(N) _ Ln(3)
Ln(é) Ln(ﬁ)

para un cuadrado de lado 1 formado por 9 cuadrados de lado % la dimension seria,

=1

2

D=0 _ 7

Ln(l/—3)
mientras que para un cubo de lado de lado 1 formado por 27 cubos de lado % la dimension seria

Ln(27) _
Ln(l/%)

como caracteristica mas impresionante que destacamos de los objetos fractales es que tienen

D= 3,

dimension fraccionaria, la cual confirma la idea de irregularidad y fragmentacion del objeto.
DISCUSION

Sobre la cuantificacion de conjuntos: Lo cierto es que para objetos fractales no disponemos de
bloques de unidad semejante. Para fijar ideas, cuando se magnifica de manera sucesiva un objeto
euclidiano unidimensional, se encuentra segmentos rectilineos. Sin embargo, al magnificar
sucesivamente un objeto fractal, se encuentra objetos con niveles de complicacion comparables a los
del conjunto de partida.

Sobre conceptos de dimension: Una de las razones fundamentales de la diversidad es la variedad de
la naturaleza de los objetos fractales. Por otra parte, los diferentes conceptos son ttiles, porque

generan puntos de vista distintos. No necesariamente iguales, ademas se observa, que las cantidades
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numéricas asociadas con los diversos conceptos no son necesariamente coincidentes, de forma que
tiene ocasion de comparar las citadas cantidades cuando estan referidas al mismo objeto.

Se designa en adelante con el simbolo Dy a la dimension euclidiana. Para la dimension topologica
D, se considera como un niimero entero y positivo o cero. Para la dimension de escala, se establece
este concepto, valida Gnicamente para estructuras estrictamente autosemejante, se denota con el
simbolo Dq.

Sobre la medida de conjuntos geométricos: El tamafio de un conjunto finito viene dado por el
namero de elementos que lo componen, biyeccion con {1, 2, 3, ... }. Un conjunto infinito es aquel que
puede ponerse en correspondencia uno a uno con uno de sus pares, quitando las partes impropias.
Dos conjuntos infinitos tienen el mismo cardinal si existe una aplicacion biyectiva entre sus
elementos. Cuando un conjunto infinito tiene el mismo cardinal que los nimeros naturales N, se dice
que es numerable.

Definicion 4. Sea X un conjunto, una ¢ — algebra de X es una familia A de subconjuntos de X
verificando: 1) X € A4, 2) la unién de una cantidad finita o numerable de elementos de A también
pertenece al conjunto A; 3) la diferencia conjuntista de elementos de A pertenece al conjunto A; 4)
el complementario de un elemento de A o la interseccion finita o numerable también pertenece al
conjunto A.

Definicién 5: Respecto de la medida. Sea X un conjunto, A ¢ — algebra de X, con m: A — [0, o)
una aplicacion, es una medida si: a) m(@) = 0; b) es completamente aditiva, es decir, para cualquier
familia finita o numerable {E} } c A disjuntos dos a dos talque m(Uy Ex) = X m(Ey).

Los elementos de A son conjuntos medibles con 1) A € B ambos medibles entonces m(A) < m(B)
y m(B) = m(A) + m(B — A); 2) Sim: A — [0, ), verifica la propiedad anterior m(@) = 0 y s6lo
se cumple entonces que m(Uy Ex) < Y m(Ey), aqui m se llama medida exterior.

Para fijar ideas, si X = N, A representa todos sus subconjuntos. La aplicacion descrita que a cada

subconjunto acotado le hace corresponder su ntimero de elementos e infinito a los no acotados es una
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medida y se llama medida 0-dimensional.

Otra idea, si X = R, A 0 — algebra de Lebesgue en R. Para medir un conjunto A, se debe recubrir
por una cantidad numerable de intervalos y se evalia la suma de sus longitudes. El infimo de tales
sumas entre todos los posibles recubrimientos se llamada medida de Lebesguel-dimensional del
conjunto.

A diferencia de la medida 0-dimensional, la medida de Lebesgue no observa la cantidad de elementos
del conjunto sino su ubicacion en R. En R™ se determinan el volumen n-dimensional de una caja
como el producto de las longitudes de los intervalos que los definen. De manera similar el caso
unidimensional, en R" existe una ¢ — algebra de Lebesgue n-dimensional a cuyos elementos se
asigna medida de Lebesgue n-dimensional tomando el infimo de las sumas de los volimenes para los
recubrimientos con cantidades de numerables de cajas.

Sobre la complejidad. Por copia semejante de razon r de un subconjunto de R", se entiende el
conjunto imagen obtenido al aplicar una homotecia de razéon r compuesta con un movimiento
isométrico (traslacion y/o giro).

Un conjunto acotado en R™, diremos que es autosemejante de N copias y razon r si podemos
expresarlo como union disjunta de N copias semejantes de razéon r. Al observar, los parametros

numeros de copias y razon no son inicos, un intervalo puede expresarlo en general como unién de k
. , 1
copias de razén Pl VkeN.

. .y . . . , , log(N
La dimension de semejanza de un conjunto de N copias y razén r es el nimeron = — #((T)), entonces
la caja de R™, tiene dimension n, de manera igual ocurre para cualquier conjunto de medida positiva.
Algunas caracterizaciones:
Sobre la medida de Hausdorff: el concepto de dimension de Hausdorff, esta basado en un concepto
previo de medida, afirmacion valida, si se tiene en cuenta que uno de los problemas de los conceptos

tradicionales de dimension, consiste en discrepancias entre valores dimensionales y la medida de

conjuntos.
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Sea F un conjunto acotado de R™ y a) dos niimeros reales 0 <D <n, € >0; b) V={V;} un
recubrimiento finito o numerable de F con conjuntos de diametro d; < ¢, F < U;V; donde, d; =
sup{|x — y|: x,y € V;}, se construye las sumas, S (¢, D) = ¥; DP y, considerando todos los posibles
recubrimientos V, se calcula inf{Sy (&, D)}. Cuando ¢ disminuye, el valor de inf{Sy (¢, D)} crece,
porque decrece el nimero de recubrimientos disponibles, de forma que es posible escribir H? (F) =

lirr& inf{Sy (e, D)}. Esta es la medida de Hausdorff D-dimensional del conjunto F y su valor puede
E—

ser finito o infinito.

Sobre la dimension de Hausdorff: de acuerdo con esto, podemos buscar

Dy (F)ins = sup{D: HP (F) = oo}

Dy (F)sup = inf{D: HP(F) = 0}

Estos valores existen para cualquier conjunto, son iguales y constituyen la dimension de Hausdorff
del conjunto F. Conviene subrayar que la medida de Hausdorff de F para D = Dy (F) puede ser 0, oo
o cualquier nimero positivo. La dimension de Hausdorff satisface las propiedades elementales:

= SiF c R" entonces Dy(F) < n;

= SiF es un conjunto finito o numerable, Dy (F) = 0,

= SiF es un subconjunto abierto de R™, entonces Dy (F) = n.

Se cumplen las propiedades de monotonia y estabilidad numerable.

= Si F, c F, entonces Dy (F,;) < Dy(F,), para cualquier sucesion de conjuntos X;, X,, X3, ..., asi
Dy (Ui X;) = sup Dy (X;).
j=

= Para Fc R", sea f:R"™ - R™ una aplicacion de Lipschitz de constantes ¢ > 0 tal que
lf(x) = fO)| < clx —yl,Vx,y € F,entonces dimy (f(F)) < dimy(F). Si f es una isometria,
existe invariancia: dimy (f (F)) = dimy(F).

Sobre la relaciones entre Dy, Dg, Dy y Dg: Sea F ¢l conjunto de los nimeros racionales de [0, 1].

Se tiene: Dy (F) = 0y Dg(F) = 1. Sea C el conjunto triadico de Cantor y K la curva de van Koch

triadica:
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log(2)
Ds(E) = Dyy(E) = Dp(E) = 2.

_ _ __log(2) _log(16) _ log(64) _
D(K) = Dy(K) = Dg(K) = 25 = T2 = 1o - = 1,26185951 .

donde 64 es nimero de copias y 27 el factor de ampliacion. De la misma forma para la alfombra de

Sierpinski su dimension Hausdorff es Dy = log (64) _ 1,89378926, mientras que del tridngulo de

log (9)

Sierpinski se tiene como Dy = :Zg Ezz = ‘l"ogg(f;;)) = 1,89378926.

Finalmente, estas relaciones son ciertas para una amplia clase de conjuntos que incluyen muchos

modelos fractales. Para el caso méas general: si F es estrictamente autosemejante, con dimension, Dy =

12:%, entonces F tiene dimension H y dimension B, y las tres cantidades son iguales. En general se
cumple Dy (F) < Dy(F) < Dg(F) < Dg(F) = n. Sin embargo, puede ser Dg(F) > n.

CONCLUSIONES

Los resultados de este trabajo, no afirma en general, que el mundo entero se rija por las reglas de los
fractales, pero si considera que la ciencia del caos y los fractales realizan un gran aporte al mundo de
la ciencia, no solo en conocimientos concretos, sino como una nueva forma de concebir las cosas y
resolver los problemas que nos plantea nuestra diaria observacion.

La discusion del concepto de fractal, permiten afirmar que existen diferencias fundamentales entre
Geometria Euclidiana y la Geometria Fractal, basicamente en su dimension y la forma de su
generacion que es por iteracion. La representacion y el estudio de las diferentes curvas y conjuntos
asi lo demuestra.

Es fundamental observar que la geometria fractal esta presente en la naturaleza, esto permite afirmar
que estudiando modelos construidos con fractales podemos obtener resultados aproximados a los que
se obtendria usando modelos reales, de manera que permitan: conocer, representar y organizar el

espacio, siendo nuestro objetivo describir la naturaleza lo mas preciso posible.
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