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RESUMEN

En este articulo como primer punto se muestra la caida de un objeto desde una altura determinada
aplicando la segunda ley de Newton F = ma, se analiz6 que el objeto en caida, se aplic6 muchas
fuerzas externas y se estudio los fenomenos ocurridos. como segundo punto se analizo la colision
de dos objetos el comportamiento de estos antes y después de la colisiéon. Y en tercer punto
simulamos la deformacién del objeto elastico solido en la base de la caida libre. Se considero
datos iniciales de altura H =4m y masa m = 50kg , un coeficiente de resistencia de C = 20kg/seg.,
y tamafio de paso h = 0.1 Se aplico la caida libre de un objeto, con los datos mencionados y se
obtuvo que el primer objeto dio 21 rebotes chocando al objeto 2, en la base y en cada rebote el
objeto de la base sufrié deformaciones, el cual se simulo con la ley de hooke y el teorema de
Runge Kutta, ademas en el primer objeto en caida libre se aplico la 3era ley de Newton ( Accion
y Reaccion ) para encontrar hasta cuanto el objeto 1 se elevaba en cada rebote. Se simulo este
fenomeno fisico en OPenGL C++, creando un archivo CMake para la utilizacion en diferentes

Sistemas operativos.

Palabras Clave. Choque elastico de particulas, superficies rigidez, aplicacion de OpenGL, Caida
libre de objetos rigidos, Método de Runge Kutta en OpenGL, OpenGL y C++ Aplicaciones,

Cuerpos Elasticos, Choque y colision en Op
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Elastic Particle Shock on the Rigid Surface

ABSTRACT

In this article as the first point shows the fall of an object from a certain height applying Newton’s
second law F = ma,lt is analyzed that the falling object applies many external forces that
phenomenon was analyzed. As a second point, the collision of two objects was analyzed, the
behavior of these before and after the collision. And in third point we simulate the deformation of
the solid elastic object at the base of the free fall. Initial height data was considered H = 4m and
dough m = 50kg , a resistance coefficient of C = 20kg/seg., and step size h = 0.1 The free fall of
an object was applied, with the aforementioned data and it was obtained that the first object gave
21 bounces colliding with object 2, at the base and on each bounce the object of the base suffered
deformations, which was simulated with hooke’s law and Runge Kutta’s theorem, Inglés also in
the first object in free fall was applied Newton’s 3rd law (Action and Reaction) to find how much
object 1 rose in each bounce.This physical phenomenon was simulated in OPenGL C++, creating

a CMake file for use in different operating systems.

Keywords: Elastic collision of particles, rigid surfaces, OpenGL application, Free fall of rigid
objects, Runge Kutta method in OpenGL, OpenGL and C++ Applications, Elastic Bodies, Shock
and collision in OpenGL and C++
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INTRODUCTION Y MOTIVACION

La simulacion de la mecéanica de sistemas multicuerpo es de gran interés en multiples
aplicaciones en ingenieria, fisica, quimica, biologia y otras areas. En este articulo mostraremos el
comportamiento de un objeto rigido debido a fuerzas externas como la colision de otro objeto a
ellos, también se analizar4 la velocidad que obtendran los objetos debido al choque de estas. Como
ejemplos practicos, se puede mencionar la interaccion entre objetos, y las simulaciones se pueden
usar para predecir el comportamiento mecanico del balasto bajo carga ciclica o bajo carga cortante
(1) 4. HERRAMIENTAS Y LIBRERIAS Para la implementacion de este articulo usamos las
siguientes: A. Herramientas OpenGL C++. Visual Studio 2022 MATLAB (Pruebas). B. Librerias
Librerias GLM, GLFW, GLEW CMake para configuraciéon en diferentes plataformas 5.
MODELO MATEMATICO DE LA CAIDA DEL OBJETO Para la simulacién de la caida de los
objetos se aplico la ecuacion de la segunda ley de Newton F = ma, a esta ecuacion la

descompusimos como:

du F
Pt (1)

Donde: F: Fuerza gobal aplicada a los objetos m: masa de los objetos Figurel Objeto en Caida

Libre

Fg=mg

Fig. 1. Soldado en 3D
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También definiremos las fuerzas en los objetos analizados estdn definidos de por la siguiente

ecuacion
F=mg—cv (2)

Donde:
c: se llamararemos coeficiente de resistencia del aire v:la velocidad con la que caen los objetos
Reemplazando los valores de las ecuaciones anterior a la primera ecuacion obtendremos la

siguiente ecuacion que nos ayudara a encontrar la velocidad de objetos en cada instante de tiempo.

gll) = %g(l—ef) (3)

6. MODELO MATEMATICO PARA LA COLISION DE OBJETOS 3D

El analisis de las particulas u objetos 3D después del choque, tenemos que entender que
fenomefisicos ocurren para ellos primero analizaremos el tipo de choque que estamos estudiando,
los objetos que estudiamos son objetos rigidos quiere decir que pueden tener ruptura si la fuerza
aplicada a esta es grande, por otro lado analicemos el piso un objeto rigido que sufrira
deformaciones de acuerdo a la cantidad de peso que se le aplicara , entonces para entender estos
fenomenos y el comportamiento de las objetos recordaremos las teoria de la cantidad de DE LA
CANTIDAD DE MOVIMIENTO LINEAL Y CHOQUES

Para el calculo de la colision de un objeto los primero que necesitamos es saber las condiciones
iniciales del objeto. Para este experimento asumimos que tenemos un objeto suspendido en el aire
con una velocidad inicial igual a 0, los objetos analizamos son objetos en 3D, entonces las
velocidades Vx =0, Vy =0y Vz =0, también otra de las condiciones iniciales que tomaremos en
cuenta son los tiempos ti = 0 tamafios de paso hi = 0 y las fuerzas antes del choque con el piso Fi
=mc — cv, en este caso analizaremos los 3 casos de la conservacion de la cantidad de movimiento

Aplicaremos la 3era Ley de Newton.

Fi (Antes del choque)=—Fi (Después del choque) (4)
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Y.E=90 (5)

dP,
e s 6
= (6)
EP: Pl L P:J_ }- f"’_‘i 1 P4 R (7)

Esto quiere decir antes del choque y después sumados tienen que darme igual a cero, quiere la
cantidad de movimiento se conserva
P —P;i=0 (8)
B. Tipos de Choques
Choque Inelastico
1) se conserva la cantidad de movimiento inicial PO = Pf
2) No se conversa la energia cinética K, K0/~ Kf
3) por lo tanto se SEPARAN
Choque Elastico
1) se conserva la cantidad de movimiento inicial PO = Pf
2) No se conversa la energia cinética K, K0 = Kf
3) por lo tanto se SEPARAN Entonces podemos encontrar la siguiente ecuacion para los casos:
CASO I: Choque Inelastico - cantidad de movimiento
¥ m;V; (Antes del choque)= }_ m; Vi(Despues del choque) (9)

mi Vi + mo Vo = my Vlf + my sz (10)
CASO II: Choque Completamente Inelastico - cantidad de movimiento

my Vi +ma Vo = (my + ma) Vor (11)
CASO III: Choque Inelastico y Completamente Ineléstico - no se conserva la energia por lo tanto:

1

1 1
—mV2y; + Emvzzi- - = 5

3 mV2, f + %mvzzf (12)

CASO IV: Choque Elastico - no se conserva la energia por lo tanto:

En Cuanto a la cantidad de movimiento P

my Vi +maVop = myVig +maVag (13)
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En Cuanto a la conservacion de energia K

%mb’zu + %ml/zzj = %mllef -+ %mvzﬂ' (14)

Del sistema de ecuaciones anteriores, se tendra un sistema matricial de la siguiente forma:

my s Vi mq Vi + mo Vy;
1 -1 Vag —Vip + Vyy

Entonces aplicando la regla de Cramer se tiene la V1 ]y V2 ], con la siguientes ecuaciones.

my — niz 2m>
VigE=(——— WV +(—————— ) Vo 15
o |:H!1+H12'} I‘+{ml+mg] A (13}

2 2 — 1

Wy +

Vg (L
S my+ny U Vo +mo

) Vi (16)

Estas dos (15) y (16) son las ecuaciones que utilizaremos para la aplicacion de nuestro problema.
7. ECUACION DE MOVIMIENTO: FUERZA EXTERNA A.

Sistemas inelasticos se dice que un sistema asi es inelastico. Esto implica que la relacion fuerza-
deformacion depende de la direccion, es decir, depende de si la deformacion estd aumentando o

disminuyendo. De este modo, la fuerza restauradora es una funcion implicita de la deformacion:

fs = fs(u) (17)
B. FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO la fuerza de amortiguamiento de fD se relaciona con
la velocidad u” a través del amortiguador viscoso lineal por

fo = cii (18)

donde la constante c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso; tiene unidades de fuerza x
tiempo/longitud.
C. Uso de 1a Segunda ley del movimiento de Newton
En la figura 1 (b) se muestran las fuerzas que actian sobre la masa en un cierto instante de tiempo.
Estas incluyen la fuerza externa p(t), la fuerza restauradora elastica (o inelastica) f S y la fuerza
de amortiguamiento f D. Se considera que la fuerza externa es positiva en la direccion del eje X,
y que el desplazamiento u(t), la velocidad u’(t) y la aceleracion u’(t) también son positivas en la

direccion del eje x. Las fuerzas elasticas y de amortiguamiento se muestran actuando en la
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pi1)

Fig. 2. Marco idealizado de un nivel aplicado una fuerza P(t)

direccion opuesta, dado que son las fuerzas internas que se oponen a la deformacion y a la
velocidad respectivamente.
La fuerza resultante a lo largo del eje x es p fS™fD, y a partir de la Segunda ley del movimiento

de Newton se tiene

p—fs— fp=mii (19)

(8]

mii + fp + fs = p(t) (20)

Donde la Ecuacion quedara de la siguiente forma:
mil +ci + ku = p(t) (21)
Esta es la ecuacién de movimiento que controla la deformacién o el desplazamiento u(t) de un
objeto rigido.que se supone elastica lineal, sometida a una fuerza externa dinamica p(t). Las

unidades de masa son fuerza/aceleracion. Esta deduccion puede extenderse con facilidad a

sistemas
m P”)
| ® g
fs = /
fp =-—
(b)

Fig. 3. Marco idealizado de un nivel aplicado una fuerza Fp
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(C)

Fig. 4. Marco idealizado de un nivel aplicado la fuerza F;

inelasticos. Por lo tanto, para tales sistemas, la ecuacion de movimiento es
mii + c1i + fou = p(t) (22)

8. VIBRACION LIBRE CON AMORTIGUAMIENTO DE COULOMB

El amortiguamiento de Coulomb resulta de la friccion por deslizamiento de dos superficies secas.
La fuerza de friccion es F = N, donde indica los coeficientes de friccidon estatica y cinética,
tomados como iguales, y N es la fuerza normal entre las superficies deslizantes. Se supone que la
fuerza de friccidn es independiente de la velocidad una vez que inicia el movimiento. La direccion
de la fuerza de friccion se opone al movimiento, y el signo de la fuerza de friccion cambiard
cuando se modifica que la direccion del movimiento. Esto requiere la formulacion y la solucion
de dos ecuaciones diferenciales, una valida para el movimiento en una direccion y la otra valida
cuando el movimiento se invierte. En la siguiente figura se muestra un sistema masa-resorte, con
la masa que se desliza sobre una superficie seca, y los diagramas de cuerpo libre de la masa,

incluyendo la fuerza de inercia, para las dos direcciones

—=

Coeficiente

de friceion
PR

Fig. 5. Ley de Hooke F = kX
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kit - -iff—

F:guN-—f—

N

Fig. 6. Direccion del movimiento

B —

"

kil - - —

Fig. 7. Direccion del movimiento

de movimiento. La ecuacion que rige el movimiento de la masa de derecha a izquierda es

mii + kit =F (23)
9. SRINGS Y DAMPERS
Una vez analizado estas ecuaciones del amortiguamiento segun el tipo de cuerpo y choque
moldearemos la ecuacién de amortiguamiento: Fs = ks(L —r) y Fd = kd (V1 — V2), estas dos
fuerzas se aplicaran en los objetos analizados que se convertirdn en una sola fuerza global definida
por:

—[ke(L —7) + Xal(ViallL);

L
T

F (24)

10. METODOS DE RUNGE-KUTTA (RK)
Los métodos de Runge-Kutta (RK) logran la exactitud del procedimiento de la serie de Taylor sin

necesitar el calculo de derivadas de orden superior
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f(z)iv1 = f(z)i + g(xi, yi)h (25)

Donde: g = ajky + axka + + anky y a; son constantes y las k;
son:

k1 = (xi, ¥i)

ky = (x; + Py % h, y; + quiky * h)

ky = (x; + Py = h,y; + gooky x h).....

kn = (xi +Paxh,yi +qp_1nykr * b+ qpu_12) * ka2 * h+
......... + I][“—l;”—l_:' * k{“_-” * -’f} {26]

11. RESULTADOS DE LA APLICACION

A. Entrada de datos

Para la simulacion de la caida del objetos y el amorguamiento de debido a las fuerza existentes
en el sistema se tomo 2 objetos de diferentes masas ubicadas a una cierta altura cada uno de los
objetos, luego en la base de la altura se coloco un tercer objeto con masa y cuerpo rigido, se dio
los valores inicial como de indico en la seccion 5 - A. de la conservacion de la cantidad de
movimiento lineal.

Table 1 Condiciones Iniciales

Table 1. Datos de los objetos - Caida Libre

Objeto H;(Alt) hi(Paso) Vi =0,V =0,V,=0
ti

FinalBaseMesh 4 0.1 Vi, =0, W, =0,V;; =0
0.0f

warriorobj 4 0.05 Vo, =10, ng =0,V.=0
0.0f

Soil Concret 0 0.09 Var =0, ng =0,V =0
0.0f

Table 2 Caracteristicas de los objetos

B. Lectura de Objetos OpenGL

Figure 8 Abrimos el primer objeto 3D en OpenGL
Figure9 Abrimos el segundo objeto 3D con OpenGL

Figurel0 Lecturamos el objeto rigido 3D para el piso con OpenGL
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Table 2. Datos de los objetos - Caida Libre

Objeto mi(masa) gravedad Coef. Res. Vel.Choque
Error

FinalBaseMesh 50 —9.81 20 calculado
0.001

warriorobj 50 —9.81 20 calculado
0.001

Soil Concret 50 —9.81 0 calculado
0.00

Fig. 8. Hombre en 3D
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Fig. 9. Soldado en 3D

Fig. 10. Soldado en 3D

C. Cédigos Aplicados

En esta Seccion mostraremos algunos codigos que se implementd para el desarrollo de la
simulacion de la colision de los

objetos con el piso y la deformacion que estas sufren.

Figure 11 Cddigo de Caida de un objeto 3D, aplicando la ecuacién caida libre.

Figure12 Codigo de colision de objeto con base en 3D, aplicando

Pagina 11405



std: :vector<glm::vec3>
CaidalLibre(std::vector<glm::vec3>& velocity,

std: :vector<glm::vec3>& objeto, float t, float
h,float Vvy)

{
f/Ny: V(t)=mg/c(1l-e*(-ct/m))
auto velocitC = glm::vec3{ 8.8,Vy, ©.80 };
f/0bjeto en 3D
for (unsigned i = @; i < objeto.size(); ++i)
{
elocity[i] = velocity[i] + h »~ velocit(;
pbjeto[1] = objeto[1] + velocity[i] » t;
}
return objeto;
}

Fig. 11. Caida de un objeto con Runge Kutta

la Colisién

D. Simulacién en OpenGL Para la implementaciéon de esta simulacion utilizamos como 1.D.
Visual Studio v. 2022, con codigo OpenGL c++ y ademas de las librerias mencionadas al inicio
de este articulo. Figurel3 Simulacion de los objetos 1 y 2 en caida libre de acuerdo al peso y la
resistencia del aire

Ahora veremos la simulacion cuando choca el objeto con la base, esta aplicara la ley de Hooke
en la base de solido rigido. Pero para los objetos (1) y (2) en caida asumimos que el objeto es
Elastico (sufre deformaciones muy bajas) y el objeto en el suelo si sufre deformacion elevadas de
acuerdo a sus propiedades fisica, ademas en este mismo impacto asumimos que el choque es
elastico por tanto la energia cinética antes y después son iguales en tal sentido seguira dando

rebotes el objeto (2) y (3) que son los objetos en caida.

colision(std: :vector<glm::vec3>& velocity,
std: :vector<glm::vec3>& objeto, float t, float
h, float VChoquey, float VChoguex)
{
auto velocidad= glm::vec3{ VChoquex,VChequey,
9.00 };
//pyramid
for (unsigned i = ©; i < objeto.size(); ++i)
{
velocity[i] = velocity[i] + h*xvelocidad;
objeto[i] = objeto[i] + velocity[i]=t;
}
return objeto;
}

Fig. 12. Colision de dos objetos
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Fig. 13. Simulacion de objetos en caida antes del choque inicial

El rebote de los objetos se realizara hasta alcanzar la altura de elevacion igual a cero, asumimos

que en cada rebote el objeto pierda su altura maxima en 1.5 del anterior.

Figure14 Simulacion de los objeto 1 y 2 después del choque hasta detenerse

Fig. 14. Simulacion de los objetos despues de varios choques
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12. CONCLUSION

- El calculo de la caida de los objetos con el método Euler, se simulo con los siguientes datos: de
una altura H = 4m y masa m = 50kg, un coeficiente de resistencia de C = 20kg/seg., y tamafio de
paso h = 0.1 con estos datos se obtuvo la caida del objeto con rebote 21 del objeto en mencion.

- A'la caida de los objetos con el objeto en el piso se aplicé la teoria de choque Elastico.

- La caida de objetos con el método Euler, se simula el choque con objeto rigido en el piso y esta
sufre deformacion con la aplicacion de la 3era ley de Newton y la ley de Hooke de deformaciones
logrando deformar el objeto debido a la caida de estas.

- Se demostré la simulacion de objeto en caida libre y la deformacion que sufren estas debido a
este experimento utilizando

OpenGL con cédigo C++
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