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RESUMEN

En el presente articulo, nuestro objetivo fue determinar la respuesta estructural de la armadura plana
mediante el método de la rigidez y el software SAP2000. El alcance de nuestra investigacion es
descriptivo-comparativo, porque se demuestra que el método de la rigidez aplicada en armaduras planas
nos proporciona las mismas respuestas estructurales que el software SAP2000, la metodologia empleada
es descriptivo, se establecio un sistema Q-D para generar la matriz de rigidez de dicha estructura, en
base a ello se hallaron los vectores de desplazamientos, las fuerzas internas y las reacciones. Dentro del
desarrollo, las armaduras planas se analizaron bajo distintos sistemas de cargas: fuerzas puntuales,
deformacion unitaria (variacion de temperatura y error de montaje), asentamiento, apoyo inclinado y
apoyo elastico, luego se obtuvieron las respuestas estructurales que fueron comprobados mediante el
software SAP2000, donde finalmente se llegd a la conclusion que la resolucion de armaduras planas

aplicando el método de la rigidez nos resulta las mismas respuestas empleando el software SAP2000.

Palabra clave: andlisis estructural;, armaduras bidimensionales; método de desplazamientos.
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Stiffness method applied in flat reinforcements against sap2000 software

ABSTRACT

In this article, our objective was to determine the structural response of the flat reinforcement by means
of the stiffness method and the SAP2000 software. The scope of our research is descriptive-comparative,
because it is shown that the method of applied stiffness in flat reinforcement provides us with the same
structural responses as the SAP2000 software, the methodology used is descriptive, a Q-D system was
established to generate the matrix of rigidity of said structure, based on it the displacements, the internal
forces and the reactions were found. Within the development, the flat reinforcements were analyzed
under different load systems: punctual forces, unitary deformation (temperature variation and assembly
error), settlement, inclined support and elastic support, then the structural responses were obtained and
verified by means of the software. SAP2000, where it was finally concluded that the resolution of flat

reinforcements applying the stiffness method gives us the same answers using the SAP2000 software.

Keywords: structural analysis, two-dimensional reinforcement, displacement method.
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INTRODUCCION

(Hurtado, Jorge Eduardo, 2013). La importancia del método de la rigidez aplicada en armaduras planas
es que nos facilita encontrar el vector de desplazamientos, las fuerzas internas y las reacciones de una
manera acertada para poder asi comprobar ante cualquier software de estructuras, para la cual es
importante considerar a cada una de las barras que la componen como elementos finitos, para asi
establecer el sistema Q-D y de ahi obtener la matriz de rigidez de cada barra, para luego formular la
matriz estructural de la armadura y por consiguiente obtener el vector de desplazamientos, las fuerzas
internas y las reacciones.

Morocho Huamén, L.A. y Calderén Bernal, B.M. (2020). En su tesis titulada “Desarrollo del programa
de analisis lineal y no lineal de estructuras en dos dimensiones por el método de los desplazamientos”.
Llegaron los autores a la conclusion, que el método de los desplazamientos o también llamado método
de la rigidez aplicada a armaduras planas gener6 las mismas respuestas estructurales que el software
SAP2000.

Se justifica que el desarrollo de este articulo es importante y tiene como propoésito dar a conocer a los
estudiantes de ingenieria civil y a todos los lectores, la aplicacion del método de la rigidez con la
comprobacion del software SAP2000, por esa razdn es necesario entender la metodologia general que
se emplea.

En el presente articulo, el objetivo general sera aplicar el método de la rigidez en armaduras planas en
diferentes situaciones para poder asi determinar la respuesta estructural de la armadura sometido a
fuerzas puntuales, deformacion unitaria, asentamiento, y apoyos inclinados como elasticos, los cuales
también seran analizados con el software SAP2000 para verificar y contrastar los resultados
estructurales obtenidos por el método de la rigidez.

METODOLOGIA

La investigacion es basica, ya que se buscara incrementar los conocimientos cientificos. La metodologia
de esta investigacion tiene un enfoque cuantitativo. El tipo de investigacion segiin su alcance es
descriptivo-comparativo, de diseflo no experimental. Para la elaboracion de este articulo se empleo

libros, informes de investigacion, articulos cientificos y bases de datos.
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Método de la rigidez aplicada en armaduras planas

Kassimali (2015) afirma que las armaduras planas son elementos que soportan cargas axiales de tension
si las fuerzas alargan al elemento o comprension si las fuerzas comprimen al elemento, asimismo, las
armaduras se unen en sus puntos extremos mediante articulaciones sin friccion.

Sistema Q-D

= Se debe establecer dos grados de libertad por nodo a la armadura.

=  Se descartara los grados de libertad que no generen fuerzas axiales, se obtendra un vector de cargas

Q.
Q1
Q2
Q= Q3
On
Donde:

Q: vector de cargas

Vector de carga Q con deformacién unitaria

Hibbeler (2012) afirma que si una barra de la armadura presenta deformacion unitaria al vector de carga
inicial, se le deberd aumentar el vector de carga Q con deformacion unitaria.

& = a. AT
80 = - }

Q.=E.A.g.[-C =S C S]T{ A

Donde:

E: modulo de elasticidad
A: seccion de barra

&o: deformacion unitaria

Matriz de una barra tipo armadura

= Lamatriz de rigidez de la barra debe ser simétrica.

= La diagonal principal no debe presentar elementos negativos.

F: §
Mode final N

Figura 1. Barra de una armadura plana

Foouto imicial
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Nota. En la barra de la armadura se asigna dos grados de libertad por cada nodo. Tomado de (Rupay,

2021).
cos?6 senfcosb —cos?0  —senBcosO
K = EA| senfcoso sen?0 —senfcosd  —sen?H
L | —cos?6  —senfcosO cos?6 senfcosb
—senfcosf  —sen?6 senfcosb sen?6
Donde:

K: matriz de rigidez de la barra

L: longitud de la barra

A: seccion de barra

E: mddulo de elasticidad

Matriz de una barra tipo armadura con apoyo rotado

Rupay (2022) manifiesta que para una barra de la armadura que se encuentra en un apoyo inclinado, se
debera hacer una rotacion en el apoyo “j”.

Figura 2. Barra de una armadura plana con apoyo inclinado

)

i ] .E Kotogkin def apsyo e T°
Nedoinicial [ '1

Nota. En la barra de la armadura se asigna dos grados de libertad por cada nodo. Tomado de (Rupay,
2022).

cos?6 senfcosO —cosfcos(a — 0) cosfsen(a — )
K= E senfcos6 sen?0 —senfcos(a — ) senfsen(a — 0)

L |—cosOcos(a —0) —senBcos(a — ) cos?(a — 0) —sen(a — 8)cos (a — )
cosfcos(a —68)  senfBsen(a—60) —sen(a—0)cos (a—80) sen?(a — 0)

Donde:

K: matriz de rigidez de la barra
L: longitud de la barra

A: seccion de barra
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E: moddulo de elasticidad

1.3. Matriz de rigidez estructural de la armadura

Quispe (2015) afirma que para la matriz de rigidez estructural de la armadura se tiene que ensamblar

cada elemento de dicha armadura, ademas, la matriz que se genera tendra un tamafio igual al vector de

cargas establecido.

K11 K12 -+ Kiln
g = EAlKk21 K22 - K2n
L|: P
Knl Kn2 .. Knn

Donde:

K: matriz de rigidez de la armadura
L: longitud de la barra

A: seccion de barra

E: modulo de elasticidad

Matriz de rigidez estructural de la armadura con apoyo elastico

Rupay (2022) indica que para una armadura que posee un apoyo eldstico en cualquiera de sus nodos a

la matriz estructural de la armadura, se le debera adicionar la rigidez del apoyo elastico en la direccion

del grado de libertad en donde le esta afectando.

Figura 3. Barra de una armadura plana con apoyo eldstico

Nota. La armadura en el nodo B presenta un apoyo elastico que estara afectando al grado de libertad 2.

Tomado de (Rupay, 2022)

K11 K12 K13 K14

K22 + KO K23 K24

_ K33 K34
Simétrica K44

K15
K25
K35
K45
K55

K16
K26
K36
K46
K56
K66
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Donde:

K: matriz de rigidez de la armadura

Vector de desplazamientos

Rupay (2021) afirma que el vector de desplazamientos dependera de la matriz de rigidez de la armadura

y del vector de cargas Q.

Donde:

D: vector de desplazamientos

K: matriz de rigidez de la armadura
Q: vector de cargas

Fuerzas internas de cada elemento

Las fuerzas internas de las barras se expresan como:

_EA
L

F [-c —s ¢ s].[D]

Donde:

F: fuerza interna

L: longitud de la barra

E: modulo de elasticidad

A: seccion de barra

D: vector de desplazamientos
S: seno

C: coseno

Fuerzas internas con deformacion unitaria
Hibbeler (2012). Establece que para una barra de la armadura muestra una variaciéon de temperatura y

un error de fabricacion, las barras sufriran una deformacion en su estructura.

_EA
L

F [-c —s ¢ s].[D]—E.A.¢g

Donde:

F: fuerza interna

L: longitud de la barra
E: modulo de elasticidad
A: seccion de barra

D: vector de desplazamientos
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S: seno
C: coseno
&o: deformaciodn unitaria

1.6. Reacciones
Las reacciones de la armadura se expresan como:
R=K.D—-Q

Donde:

R: reaccion

K: matriz de rigidez de la armadura
D: vector de desplazamientos

Q: vector de carga

MATERIALES Y METODOS
Aplicacién a armaduras con fuerzas puntuales
La siguiente armadura plana posee un moédulo de elasticidad de 2.1 x 107 kN/m? y una seccién de

barras igual 0.0006 m? . Determinar el vector de desplazamientos, las fuerzas internas y las reacciones.

40 kN
—T “
6m
80 kN
8m
Sistema Q-D
40 kN
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Matriz de rigidez de cada elemento

cos?6 senfcosb —cos?0  —senBcosh
K = EAL senfcoso sen?0 —senfcosd®  —sen?H
L | —cos?6 —sen6fcosO cos?6 senfcosh
—senfcosO —sen?6 senfcoso sen?0
Barra 1 Barra3
1 0 -1 0]1 1 0 -1 0]3
B 0 0 0 0|2 B 0 0 0 0|4
K; = 1575 10 1 ol7 K5 = 1575 10 1 ols
0O 0 0 0Il8 0O 0O 0 o0le6
Barra 2 Barra 4
0O 0 0 O01]1 0.64 —-048 —-0.64 04813
. 0O 1 0 -1|2 _ —0.48 0.36 048 -0.36|4
Ka=210000 6 o o3 Ka=12600 064 o048 o064 —048|7
0O -1 0 114 048 —-0.36 —-0.48 03618

Matriz de rigidez del sistema

23814 -604.8 -—806.4]13
K =|-604.8 2553.6 6048 |4
—806.4 604.8 2381417

Aplicacion en armadura plana con deformacion unitaria

La siguiente armadura plana posee un moédulo de elasticidad de 2.1 x 107 kN/m? y una seccién de
barras igual 0.0006 m? ademds sufre un incremento de 10 °C también posee un coeficiente de dilatacion
térmica igual 5 x 107> C~! ademas posee un error de montaje de 0.003 m en defecto. Determinar el

vector de desplazamientos, las fuerzas internas y las reacciones.

40 kN

20 kN 5T C(I
EM m l—/
jJ‘ 80 kN

Sistema Q-D

40 kN

Pagina 5322



2013
Q=|-40]4
80 17
Matriz de rigidez de cada elemento
cos?6 senfcosb —cos?0  —senBcosh
_ EA] senfcoso sen?0 —senfcos®  —sen?H
L | —cos?6 —senfcos6 cos?0 senfcosO
—senfcosd  —sen?6 senfcosb sen?6
Barra 1l Barra 2
1 0 -1 0]1 O 0 0 O01]1
_ 0O 0 0 o0]2 . 0O 1 0 -1|2
K, = 1575 10 1 ol7 K, = 2100 o 0 0 ol3
0O 0 0 o0Il8 0O -1 0 114
Barra 3 Barra 4
1 0 -1 0]3 0.64 —-048 -0.64 04813
. 0O 0 0 0|4 . —0.48 0.36 0.48 —-0.36|4
Ks = 1575 -1 0 1 ofs Ko =12600 064 048 064 —048|7
0 0 0 O0le 048 —-0.36 —-0.48 0.36 18

Matriz de rigidez del sistema

K =1-604.8 2553.6 6048 |4

23814 -604.8 —806.4]3
—806.4 604.8 2381417

Vector de cargas en funcion a la deformacion unitaria
& = . AT
Q:=E.Ag.[-C =S C S]T{ . A }

L

Barra 4 Barra 2

—5.0413 0 11
1378 |4 _163]|2
Qea = 5.04 |7 Qe = 0 |3
—3.7818 -6.314

Ensamblamos ambas cargas para obtener el vector de cargas totales en funcion a la deformacion unitaria.

—5.0413
Q: = [—2.52] 4

5.04 17

Vector de cargas
Para obtener la carga total de la armadura ensamblamos el vector de carga Q con el vector de cargas en
funcion a la deformacion unitaria.
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14.96 13
Q —36.85|4

85.04 17

Aplicacion en armadura plana con asentamiento
La siguiente armadura plana posee un médulo de elasticidad de 2.1 x 107 kN/m? y una seccién de
barras igual 0.0006 m? ademas sufre un asentamiento de 0.0015 m verticalmente. Determinar el vector

de desplazamientos, las fuerzas internas y las reacciones

40 kN
20 kN O:I
6m
80 kN
8m :
1
0.0015m I
Sistema Q-D
40 kN

2013
Q = [-40|4
—gol7
Matriz de rigidez de cada elemento
cos?6 senfcos6 —cos®0  —senBcosb
K = EA senbcost sen?§  —senfcos®  —sen?6
L | —cos?6 —senfcos6 cos?0 senfcosO
—senfcosf  —sen?0 senfcosb sen?6
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Barra 1 Barra 2

1 0 -1 0]1 0 O
_ 0 0 0 0]2 _ 0 1
K; = 1575 10 1 ol7 K, = 2100 0 0
0O 0O 0 o0l8 0 -1
Barra 3 Barra 4
1 0 -1 013
_ 0O 0 0 0|4 _
K; = 1575 10 1 ols K, = 1260
0 0 0 ole6

Matriz de rigidez del sistema

23814 —-604.8 —806.4
_ |-604.8 2553.6 604.8
~ |-806.4 604.8 23814

604.8 —453.6 —604.8

RESULTADOS
Aplicacion en armadura plana con fuerzas puntuales
Vector de desplazamientos

Calculado por el método de la rigidez

0.018141
—0.022109
—0.045351

3
4m
7

D =

Calculado por el software SAP2000

0.018141
—0.022109
—0.045351

3
4m
7

D =

Fuerzas internas de cada elemento

coc oo
e =) o
BWN =

0.64 -048 -0.64 04813
—-0.48 0.36 048 -0.36|4
—-0.64 048 0.64 —0.48|7
048 -036 —-048 0.3618

604.8 13
—453.6|4
—604.8(7
453.6 18
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Tabla 1

Fuerzas internas calculado por el método de la rigidez

Barra Fuerzas internas
(kN)
71.43

1

2 -46.43
3 -28.57
4 10.71

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 4. Fuerzas internas calculado con el software SAP2000

EEHEEHESESELN W

"
5
-

ML

Nota. El gréfico representa las fuerzas internas calculadas con el software SAP2000 en kN. Elaboracion

propia.
Reacciones
Tabla 2

Reacciones calculado por el método de la rigidez

Nodo Reaccién en x Reaccion en y
(kN) (kN)

1 -71.43 46.43

3 28.57 0

4 0 -6.43

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 5. Reacciones calculado por el software SAP2000

S

Fu ol

Nota. El grafico representa las reacciones calculadas con el software SAP2000 en kN. Elaboracion
propia.

Aplicacién en armadura con deformacion unitaria

Vector de desplazamientos

Calculado por el método de la rigidez

D =1-0.024016(4 m

0.047294 17

0.016198 ‘3

Calculado por el software SAP2000

D =1-0.024016|4 m

0.047294 17

0.016198 ]3

Fuerzas internas de cada elemento
Tabla 3

Fuerzas internas calculado por el método de la rigidez

Barra Fuerzas internas
(kN)

1 74.49

2 -44.13

3 -25.51

4 6.89

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 6. Fuerzas internas calculado por el software SAP2000

4
- e

7448

T

Nota. El grafico representa las fuerzas internas calculadas con el software SAP2000 en kN. Elaboracion

propia.

Reacciones
Tabla 4

Reacciones calculado por el método de la rigidez

Nodo Reaccién en x Reaccién en y
(kN) (kN)

1 -74.49 44.13

3 25.51 0

4 0 -4.13

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 7. Reacciones calculado por el software SAP2000

50

i1l

5 ik
>

T4 49

Nota. El grafico representa las reacciones calculadas con el software SAP2000 en kN.
Elaboracion propia.
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Aplicacion en armadura plana con asentamiento
Vector de desplazamientos

Calculado por el método de la rigidez

D =[-0.022253|3m

0.045094 14

0.018398 ] 1

Calculado por el software SAP2000

D =1-0.022253|3m

0.045094 14

0.018398 ] 1

Fuerzas internas de cada elemento
Tabla 5

Fuerzas internas calculado por el método de la rigidez

Barra Fuerzas internas

(kN)
1 71.02
2 -46.73
3 -28.98
4 11.22

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 8. Fuerzas internas calculado por el software SAP2000

-]

SENEEYNEAE -

46.73

71.02
/

NA

b

Nota. El grafico representa las fuerzas internas calculadas con el software SAP2000 en kN.

Elaboracion propia.
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Reacciones
Tabla 6

Reacciones calculado por el método de la rigidez

Nodo Reaccion en x Reaccion en y
(kN) (kN)

1 -71.02 46.73

3 28.98 0

4 0 -6.73

Fuente: Elaboracion propia

Figura 9. Reacciones calculado por el software SAP2000

50

2898
<

~ 4873

F

71.02

3
-
w

Nota. El gréfico representa las reacciones calculadas con el software SAP2000 en kN.
Elaboracion propia.

DISCUSION

Armadura plana con fuerzas puntuales

Comparando las respuestas estructurales obtenidos por el método de la rigidez y el software SAP2000.
Tabla 11

Comparacion del vector de desplazamientos

Grados de Método de la rigidez Software SAP2000

libertad (m) (m)

3 0.018141 0.018141

4 -0.022109 -0.022109
7 -0.045351 -0.045351

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 14. Comparacion del vector de desplazamientos

VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS

wa
E 003 . T y
. | i I {
E 002 —— + : :
= s l “ ; | I :
= | | |
] o |— = |
=1 | |
= -0.01 | = 1
=] 00z | 5 '
5 o | i
= 003 |
= |
e 004 |
w | | | |
= | Grado de | Grado de | Grado de |
= | libertad 1 _ libertad 2 libertad 3
| mMétode de la rigidez | 0018141 | -0.022109 | -0.045351 [
| mSoftware sAP2000 0.018141 | 0022108 | -0.045351 |

Nota. Tabla 11. En la figura 14 se puede observar que el vector de desplazamientos hallados por el
método de la rigidez y el software SAP2000, no presentan ninguna variacion en los resultados.

Armadura plana con deformacion unitaria
Comparando las respuestas estructurales obtenidos por el método de la rigidez y el software SAP2000.

Tabla 12

Comparacion del vector de desplazamientos

Grados de Meétodo de larigidez Software SAP2000

libertad (m) (m)

3 0.016198 0.016198
4 -0.024016 -0.024016
7 0.047294 0.047294

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 15. Comparacion del vector de desplazamientos

VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS

.06
Lelal-d
apa
Q03
ol

o I
(1] 1
anl i

-1l

VALDRFS BEL VECTOR DE DESPLATARMIENTOS

Grada da | “Grado da | Grado de
libserrad 1 libse Lol 2 likseerrad 5
& Métodn de la rigide s | 0016198 | 0016 | (047 290
| Software SAF2000 | 0016198 | o0ans | Doa7zoa

Nota. Tabla 12. En la figura 15 se puede observar que el vector de desplazamientos hallados por el

método de la rigidez y el software SAP2000, no presentan ninguna variacion en los resultados.
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Armadura plana con asentamiento
Comparando las respuestas estructurales obtenidos por el método de la rigidez y el software SAP2000.

Tabla 13

Comparacion del vector de desplazamientos

Grados de Método de la rigidez Software SAP2000

libertad (m) (m)

3 0.018396 0.018396
4 -0.022253 -0.022253
7 0.045094 0.045094

Fuente: Elaboracion propia.

Figura 16. Comparacion del vector de desplazamientos

VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS
&b
o0

"

L ===
oo l ‘l
-G

-0,03

\ALORES DEL VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS

Grado de Girarlo de Grado de
libsgrad 1 libwrr il 2 libeerpact 3
B Métoddo de |a e D01E396 o032 2253 0.0495085
W software 5AF 2000 DIRIR6E -2 2253 O.045 004

Nota. Tabla 13. En la figura 16 se puede observar que el vector de desplazamientos hallados por el
método de la rigidez y el software SAP2000, no presentan ninguna variacion en los resultados.
CONCLUSION

Se analiz6 la armadura plana sometido a distintos sistemas de cargas: fuerzas puntuales, deformacion
unitaria, asentamientos, apoyos inclinados y eldsticos mediante el método de la rigidez donde se
obtuvieron las respuestas estructurales como el vector de desplazamientos, fuerzas internas y las
reacciones en la que se contrasto los resultados con el uso del software SAP2000, donde se pudo apreciar

que los resultados fueron los mismos.
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Por otra parte, las matrices de rigidez estructural de una armadura cambian si se someten a
asentamientos, apoyos inclinados y apoyos elasticos, en cambio si la armadura esta sometido a fuerzas
puntuales y deformacion unitaria, la matriz de rigidez de la estructura para ambos casos no presenta
ninguna variacion.

Se concluyé que si la armadura se somete a diferentes sistemas de cargas que el vector de
desplazamientos seran distintos.
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