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RESUMEN

En el presente trabajo, se demuestra la existencia de una variedad inercial para una ecuacion
diferencial parcial en espacio de Sobolev con peso. Se uso la metodologia del analisis funcional
en espacio de Hilbert con operadores autoadjuntos no acotados; analizandose la ecuacion diferencial
parcial u; + Au + F(u) = 0 (1), siendo A un operador positivo no acotado autoadjunto y disipativo
en un espacio de Sobolev con peso en H, F es el término no lineal con la propiedad de Lipschitz
local en el dominio de D(A) = H. Al realizar el analisis de la ecuacion (1) se obtuvieron los
resultados siguientes:

1) Para 1 barrera espectral de la ecuacion (1) tal que 1 > A, ,paraalgind, y P;H esde
dimension finita se concluye que Gr(Q) = {u+ Q(w):u € PyH} es una variedad Lipschitziana
de dimension finita satisfaciendo las siguientes propiedades:

a) Gr(Q) es invariante para el semigrupo {S(t)}:so-

b) Gr(Q) atrae exponencialmente todas las orbitas de la ecuacion de evolucion (1).
i) Si A € o(A), se tiene una variedad inercial para la ecuacion de evolucion no lineal u, +
Au+ F(u) = 0.

Finalmente se concluye que: Sea A una barrera espectral para (1) tal que A > 4y, PyH es de
dimension finita y 4 € o(A). Entonces, la funcién Gr(Q) es una variedad inercial para (1).
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Inertial Manifolds for A Partial Differential Equation in Sobolev Space
with Weight

ABSTRACT

In the present work, the existence of an inertial manifold is demonstrated for a partial differential
equation in Sobolev space with weight. The methodology of functional analysis in Hilbert space
with unbounded self-adjoint operators was used; analyzing the partial differential equation u; +
Au + F(u) =0 ... (1). where A is a self-adjoint and dissipative unbounded positive operator on a
Sobolev space with weight on H, F is the nonlinear term with the local Lipschitz property in the
domain of D(A) = H. When performing the analysis of equation (1) the following results were
obtained:

1) For A spectral barrier of equation (1) such that A > 4, ,for some Ay, and P;H is of
finite dimension it follows that Gr(Q) = {u + Q(u): u € P;H} is a manifold Finite-dimensional
Lipschitzian satisfying the following properties:

a)Gr(Q) is invariant for the semigroup {S(t)};s0.

b )Gr(Q)exponentially attracts all the orbits of the evolution equation (1).

i) If A € 0(A), we have an inertial manifold for the nonlinear evolution equation u; + Au +
F(u) = 0.

Finally it is concluded that: Let A be a spectral barrier for (1) such that A > Ay, Py H is of finite
dimension and A & g (A). Then, the function Gr(Q) is an inertial manifold for (1).
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INTRODUCCION

La teoria de variedades inerciales se relaciona estrechamente entre las ecuaciones de evolucion
en ecuaciones diferenciales parciales y los sistemas dinamicos de menor dimension, tal como se
aprecia en los trabajos de Brown,H.S.,M.S.Jolly,I.G.Kevrekidis and E.S. Titi(1990) ; Sell, G.R.
(1989) y Constantin, P. Foias,C. Nicolaenko, B. and Témam, R. (1988), en la que se usa
fuertemente la teoria de semigrupos como se desarrollan en los trabajos de Pazy,A.(1983),
Pruss,J.(1984) y Stuart,A. (1995). Aproximaciones de las variedades inerciales también han sido
considerados en el trabajo de Foias, C. ,R. Teman and E.S. Titi(1989) y sus distintas formas de
construccion. Por otro lado las barreras espectrales usado para construir variedades inerciales
fueron realizado en los trabajos de Yuncheng, Y., G.R. (2004). En el presente trabajo de tesis se
demostrard la existencia de una variedad inercial usando barrera espectral en los espacios de
Sobolev con peso. Desarrollamos algos preliminares que seran usados en la demostracion del
teorema resultante, se definen las variedades inerciales y algunas otras propiedades. Por otro lado
en la discusion se demuestra el resultado principal de la existencia de una variedad inercial para
una ecuacion de evolucion disipativa no lineal.

METODOLOGIA

Se uso el método del andlisis funcional més precisamente la teoria del espacio de Hilbert en el que
involucran los operadores autoadjuntos no acotados. Por otro lado se tiene en cuenta el espectro de
dicho operador asi como también el generador infinitesimal de semigrupo el cual dara la solucion.
Se analiza la ecuacion diferencial parcial u; + Au + F(u) = 0 siendo A un operador positivo no
acotado autoadjunto y disipativo en un espacio de Sobolev con peso en H, F es el término no lineal
con la propiedad de Lipschitz local en el dominio de D(A) = H, se demostrara la existencia de una

variedad inercial para la ecuacion diferencial dada.
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RESULTADOS Y DISCUSION
Se tiene como resultado el siguiente teorema
Teorema.
Sea A una barrera espectral para (1) tal que 1 > Ay, PH es de dimension finita y A € a(A).
Entonces, la funcion Gr(Q) definido por (5) es una variedad inercial para (1).
Esto es:
1. Para A barrera espectral de la ecuacion

u+Au+Fu)=0 (*)
tal que A > A, ,paraalgin 1, y P;H es de dimension finita
se concluye que Gr(Q) = {u+ Q(u):u € PyH} es una variedad Lipschitziana
de dimension finita satisfaciendo las siguientes propiedades:
a) Gr(Q) es invariante para el semigrupo {S(t)}:>o
b) Gr(Q) atrae exponencialmente todas las orbitas de la ecuacion de evolucion (*).
2. Si 1 & a(A), entonces se concluye segun el teorema 12, que existe una variedad inercial
para la ecuacion de evolucion no lineal

u+Au+Fu) =0

DESARROLLO
1.1. Espacios de Hilbert
Definicion 1.- Sea H un espacio vectorial sobre el campo de los reales provisto de un producto
interno (.,.). H es un espacio de Hilbert si la norma inducida por el producto interno es un espacio
normado completo. Es decir para toda sucesion de Cauchy (uy,),en €n H converge en la norma
para un elemento de H.
1.2. EspaciosL? (Q),1<p <o
Definicion 2.- Se define el espacio LP(Q) como las funciones medibles

u: Q - Rtal que |[u(x)|P es integrable, es decir:
jlu(x)lp dx < o
Q

En particular en L?(Q) provisto de la norma
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1/2
lul = < lu)I? dx)
l

es un espacio de Hilbert.

1.3. Espacios L” (Q)

Definicion 3.- El espacio L*(Q) consiste de las funciones medibles esencialmente acotadas
u: Q) > R con la norma

Uuj| = sup essju
lull = sup esslul

1.4. Distribuciones
Definicion 4.- Se dice que el funcional T: C;°(2) - R es una distribucion si satisface las
siguientes condiciones:
i) T es lineal en Cy° ()
i) T es continuo en Cg° ()
Donde Cy° () es el espacio de las funciones infinitamente diferenciables y que tienen su soporte
compacto en (A € R™.
Al conjunto de las distribuciones se le denota por D'(€2)
Ejemplo 1: Dada la funcién impulso unitario en el punto a, definido por
64:C° () » R como:
(6a, ) = ()
Evidentemente es una distribucion sobre Cy° (£2), es decir satisface las condiciones (i) y (ii) de la
Definicion 4.
Definicion 5.- Se dice que la distribucion T: C;° () — R tiene una derivada distribucional si

ap

— € C;Y(Q
axi)i V(p CO()

oT
(a—xi, @) =—AT,
Lema 1 (Lema de Dubois Raymond)
La aplicacion T: LP(Q) — D'(Q) es inyectiva . Es decir
Tu=0 = u=0

Ejemplo 2: Dada la funcién escalon unitario
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1,six>a
0, six<a

) = Ha() = {

, a=0

Su derivada distribucional es la distribucion delta de Dirac en el punto a, es decir

d
En efecto, para ¢ € Cy°(R) se tiene
+o0 +o
L) =—if50) = - [ 1 ar=-[ =@ =Gu)
o a

Por lo tanto del Lema de Dubois Raymond se deduce que

of

— =9

axi a

1.5.  Espacios de Sobolev H1(Q) ,Hy(Q) y H1(Q)

Definicién 6.- Se define el espacio de Sobolev de orden uno y se representa por H(Q) como el

espacio de las funciones u € L?(Q) tales que todas las derivadas distribucionales i=

ou
6X[ ’
1,...,n pertenecen a L?(Q). H1(Q) con el producto interno:

((u, v)) = (yv)+Xk, (%,%) , donde (,) denota el producto interno en L?(€)) , es un
2 i

espacio de Hilbert.
Definicion 7.- Se define el espacio H}(Q) como la clausura de C§°(Q) en H1(Q) con la norma

equivalente

1/2
Il = ( f Vu(ol? dx)
Q

Teorema 1. (Desigualdad de Poincaré)

Supongamos que {2 es un subconjunto abierto de R™.

a) Si £ es acotado, entonces, para todo 1 < p < o,existe una constante C,, > 0, tal que
lulleqay < CollVatlliegay » Vue € Wy P ().

b) Si 22 es conexo de frontera de clase C!, entonces para todo 1 < p < coexiste una constante
Cp > 0, tal que

lu — Wllry < CpllVullrey, Yu € WHP(Q),

pag. 6933



donde (u),es la media de usobre (2, o sea,
1

Wa = 5 u@dx.

1.6 Espacio de Sobolev con peso

Definicion 8.- El espacio de Sobolev con peso w se define como el siguiente conjunto:
H={ueHY (Q); usw € H}(Q)}

con el producto interno (u, v)y = (((u *w), (v * W))), donde (( , )) es el producto interno en

H1(Q).

1.7 Semigrupos

En esta parte, todos los espacios vectoriales estan definidos sobre un cuerpo K = R v C

Definicion 9

Sea Xun espacio de Banach. Una familia de operadores lineales y acotados

{S(t)}s0 © L(X) es llamado un semigrupo de operadores lineales acotados en X o simplemente

semigrupo enX, si

1) S(0) = I, donde Ies el operador identidad de L(X).

i) S(t+s) =5()S(s), vt,s = 0.

Definicion 10

Sea Xun espacio de Banach y {S(t)};soun semigrupo enX. El operador linealA: D(A) c X - X

definido por

i) D(A) = {u € X: lim 290%Y oxiste)
t—0 t

i) Au = lim 392%™ vy € D(A).

t—-0

es llamado el generador infinitesimal del semigrupo {S(t)};so-

Observacién 1

i) D(A) = {u € X: Au € X} es el dominio del operadorA .

ii) S(t) = e4, Vt > 0 es un semigrupo en Xcon generador infinitesimal A, donde

A eL(X).
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Definicion 11
Sean X un espacio de Banach y {S(t)};»o un semigrupo en X. {S(t)};so es llamado

uniformemente continuo, si ltirglls @) —lyx) = 0.

Teorema 2

Sean X un espacio de Banach y {S(t)};soun semigrupo enX.

{S(t)}¢>0 es uniformemente continuo, si y solo si, S(t) = e*4, Vt > 0, para algin A € L(X).
Definicion 12

Sean Xun espacio de Banach y {S(t)};>( un semigrupo enX .

i) {S(t)}:s0€s llamado de clase C o Cy- semigrupo, si ltirrOlS(t)u =u,Vu € X.
ii) {S(t)};s0 es llamado fuertemente continuo, si ltimS ®u=Sr)u, Vu € X.
>T

Proposicion 1

Sean Xun espacio de Banach y un semigrupo en X.

i) {S(t)}ts0€s un Cy- semigrupo, si y solo si, es fuertemente continuo.

ii) Si {S(t)}+o es uniformemente continuo, entonces es un Cy- semigrupo.
Definicion 13.- S(t) son uniformemente compacto para t suficientemente grande.

Si para todo conjunto E existe ty(E) tal que

US(t)E
t=>to

es relativamente compacto en H.
Ademés para todo conjunto acotado K € H y S(t) =S;(t) +S,(t) donde S;(t) son
uniformemente compacto y S, un operador continuo del espacio de Banach H.Se verifica:

T (t) = gulngz(t)ElH -0, tow
C

Definicion 14
Sean Xun espacio de Banach y {S(t)};squn Cy- semigrupo. {S(t)};so es llamado
uniformemente acotado, si existe una constante M > 1 tal que [|S(¢t)|| < M, Vt > 0.

Si M = 1, es llamado un Cy- semigrupo de contracciones.
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Corolario 1
Sean X un espacio de Banach y {S(t)};»o un Cy- semigrupo con generador
infinitesimal A. Entonces D (A) es denso en X y A es un operador lineal cerrado.
Definicion 15
Sean Xun espacio de Banach y {S(t)};soun Cy- semigrupo con generador
infinitesimal A. Se denotan por A° = [ y A = A. Supongamos A"~ que este bien
definido, entonces se define A™ como
DAY ={ueX:ueDA" Yy A" lueD(A)}
AMu = A(A" 1u), Yu € D(AM).
Definicion 16
Sean Xun espacio de Banach, X* su dual y A: D(A) € X — X un operador
lineal. Se denota el valor de u* € X* enu € X, por (U, U™ )y x*.
Para cada u € X, se define el conjunto dualidad F(u) € X*, como
F(w) = {u" € X" (w,u )y = llull® = llu[I?}.
A es llamado disipativo, si para cada u € D(A), se tiene Re{Au, u™)xxx* < 0,
Yu* € F(u).
Observacion 2
Si X = Hes un espacio de Hilbert, entonces por el teorema de representacion de
Riesz, se obtiene: A es disipativo, si y solo si, Re(Au, u)y < 0, Vu € D(A).
Teorema 3
Sean Hun espacio de Hilbert y {S(t)};so un C,- semigrupo con generador
infinitesimal A.
{S(t)};s0€s un Cy- semigrupo de contracciones, si y solo si, A es disipativo.
Teorema 4

SeanH un espacio de Hilbert y A: D(A) € H — Hun operador lineal disipativo.

i) SiIm(Agl — A) = H para algin A3 > 0, entonces Im(Al —A) = H,VA > 0.

ii) SiIm(I — A) = H, entonces D(A) = H.
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Teorema 5 (Lumer — Phillips)

Sean Hun espacio de Hilbert y A: D(A) € H — H un operador lineal con m = H definido.

1) Si A es disipativo y existe un A5 > 0 tal que Im(Ay,I — A) = H, entonces A es generador
infinitesimal de un Cy- semigrupo de contracciones.

ii) Si A es generador infinitesimal de un C,- semigrupo de contracciones, entonces A es
disipativoy Im(Al —A) = H, VA > 0.

Colorario 2 (Corolario de Liu)

Sean Hun espacio de Hilbert y A: D(A) € H — H un operador lineal disipativo con dominio
D(A) denso en H. Si 0 € p(A), entonces A es generador infinitesimal de un semigrupo de
contracciones {S(t)};so de clase Cy .

Teorema 6
Si A: D(A) € X — X es un generador infinitesimal de un semigrupo {S(t)};s( de clase C, sobre
X,y Uy € D(A). Entonces el problema de Cauchy abstracto o también llamado problema de

valor inicial (PVI)

{Ut =AU, t >0
U0) = Uy

tiene una unica solucion fuerte o clasica U tal que,

U € C(0,o0[,D(A)) N C1(0, o[, X)
Definicion 17
Sean X un espacio de Banach y {S(t)};s¢o un Cy- semigrupo con generador infinitesimal A.
Decimos que {S(t)};>o €s exponencialmente estable, si existen

constantes 4 > 0y M = 1 tal que [|S() ||, x) < Me™, vVt > 0.
Teorema 7 (Gearhart)

Sea{S(t)};soun Cy- semigrupo de contracciones sobre un espacio de Hilbert H, generado por A.
El semigrupo {S(t)}:s0 €s exponencialmente estable, si y solo

si

a)ia c p(A)y
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b) limsup||(ial — A)_lllL(H) < oo.

la|—+00
Teorema 8 (Pruss — Huang — Renardy)
Sea {S(t)};»0 un Cy- semigrupo sobre un espacio de Hilbert H,generado por A.
El semigrupo {S(t)}:»¢€s exponencialmente estable, si y solo si,
a)ia c p(A)y
b) Existe C > 0 tal que ||(ial — A)_lllL(H) <C, VAIeER
2. Variedades inerciales
2.1 Conjunto invariante y w —limite
Definicion 18.-Un conjunto E es invariante para el semigrupo S(t) si S(t)E = E,
vVt=0
y es positivamente invariante si S(t)E c E ,Vt > 0.
Definicion 19.- Un conjunto w-limite de un punto p esta definido por
w(p) = {x € R¥; 3 (t;),t; = 00:S(t;)p = x cuando t; — oo}

Una definicion equivalente

Analogamente se define un conjunto w-limite de un conjunto E como:

w(p) ={x € R 3 (t;)), (p), t; » ,p; € E:S(t)p; - x, t; > o}

Equivalentemente
_ N USKE
w(E) = s=0t>s

Teorema 9.- Se verifica las siguientes afirmaciones:

1. Sea E c R¥ un conjunto acotado, w(E) es un conjunto positivamente invariante y
cerrado.

2. Sia T > 0tal que S(t)E es acotado parat = T, w(E) es invariante.

3. Si w(p) es acotado para algin p € R¥ | entonces ¢l es conexo

Teorema 10.-. Sea f : X — Y una funcion continua. Son equivalentes:

1. fescerraday f~1 ({y}) es compacto paratodoy € Y .

pag. 6938



2. fes cerraday f~1 (K) es compacto para todo K € Y compacto.

3. Para todo Z espacio topoldgico, idZ x f: Z x X — Z x Y es cerrada.

4. f es propia.

2.2. Atractores globales y conjuntos obsorventes

Sea H un espacio de Hilbert.

Definicion 20.- Un atractor es un conjunto A C H que satisface las siguientes condiciones:

a) A es un conjunto invariante ( S(t)A = A,Vt = 0.

b) A posee una vecindad abierta U tal que para todo u, € U, S(t)u, converge para A,
cuando t — oo:

d(S(ug,A) >0 ,t > o

Es decir A atrae los puntos de U. Por otro lado si

d(S(t)E,A) >0 ,t—> o

Se dice que A atrae uniformemente un conjunto £ < U

Definicion 21.- A c H es un atractor global para el semigrupo {S(t)};so. Si A es un atractor
compacto que atrae los conjuntos acotados de H.

Definicion 22.- Sea B < H y U un conjunto abierto conteniendo B.

B es un conjunto absorvente en U si la orbita de cualquier conjunto acotado de U entra en B

después de un cierto tiempo, es decir:
VEcU ,6 E acotado
At,(E) talque S(HEc B ,Vt =t (E)
Sea M una variedad topoldgica equipado con una atlas compatible cuyas aplicaciones de
transicion son todas Lipschitz(Atlas Lipschiziano).
Definicion 23.- Una variedad Lipschitziana M es aquella que su atlas se puede extender a un
unico atlas maximal Lipschitziano compatible.
Considere un sistema dinamico sobre un espacio de Hilbert H :
u' =A) , u(0)=1u, (D

con la cual asociamos el semigrupo {S(t)};»¢ , donde S(t) es la aplicacion:
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S(t):ug — u(t)
Donde u(t) es la solucion de (1).
2.3. variedad Inercial
Definicién 24.- Una variedad Inercial del sistema (1) es una variedad Lipschitziana M de
dimension finita satisfaciendo las siguientes propiedades:
a) M es invariante positivamente para el semigrupo {S(t)};s0
b) M atrae exponencialmente todas las orbitas de (1).
Considere ahora la ecuacion diferencial parcial:
U +Au+F(u) =0 (2
Donde A es un operador positivo no acotado autoadjunto y disipativo en un espacio de Hilbert H,
F es el término no lineal con la propiedad de Lipschitz local en el dominio D(A) € H.
Considere un funcional J: H = [0,00) semicontinuo inferior y sea € un subconjunto de H
podemos suponer que C estd contenido en:
D(J) ={u € H;J(w) < o}
Caso contrario se hace D(J) N C
Definicion 25.- La clase de los operadores semilineales ®(C, J) se define como la suma A + F de
un operador lineal A en H y un operador no lineal F de C en H satisfaciendo las siguientes
condiciones:
1) A es generador infinitesimal de un semigrupo {T(t)};>( de clase C, sobre H tal que
IT(t)u| < e*|ul, t=>0,u€H yparaalgin 1 € R
2) Para cada a > 0 el conjunto de nivel C, = {u € C:J(u) < a} en C es cerrado y F es
continuo en Cy,.
3) Para cada @ > 0 existe A, € Rtal que F — A,/ es disipativo en C,, en el sentido de que
(Fu—Fv,u—v) <A lu—v|?, u,v€C,
Sea A + F un operador semilineal de la clase (C,J) y considere las siguientes dos condiciones

de subtangencial:
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H1) Para cada u € C existe una sucesion nula {h, } de nimeros positivos y una sucesion {u,} en

C tal que
i) gghgﬂwmﬁu+mmu—mA=o
ii) limsup hy, ™" [J(un) —J (W) —up] < FU W)

n—-oo
H2) Para cada u € C existe una sucesion nula {h, } de nimeros positivos y una sucesion {u,} en
D(A) n C tal que

i) gygﬂ%+mm+m%—m=0

ii) lim sup hn_1 U(un) —J(u) — un] < f(](u))

n-oo

iii) limlu, —u| =0
n

2.4. Barrera espectral

Definicion 26 (BARRERAS ESPECTRALES). Un niimero A, 0< A<oo es llamado una Barrera

espectral para (2) si para todo uq, u, en D(A) satisface

(Auy — uz), Uy — up) = Auy — up|? (3)

Observacion 3

De la definicion se tiene que

1(A =Dy —u) > + (F(uy) = F(uz), (A = D(wy —up)) >0

Proposicion 1. Asumamos que A es una barrera espectral para (2) y sea u; (t) = s(t)u?, u,(t) =

s(t)u? dos soluciones de (2). Entonces se satisfacen las siguientes implicancias:

a)  Si I

L 2
Az(ud — ug)| < Aud —ud|” entonces

1 2
Az(uy (t) — uy (t))| < Auq (t) —uy(t)|? paratodot > 0.

1 2
b) Si|Az(uy(t) —u, (t))| > A|uq (t) — uy(t)|? paraalgint > 0y si A > A, entonces

lus () — w2 (O < lug (0) — uz (o) lexp (=4 ~*(A% = A§)(t — 0)) paratodo, o € [0, ¢]
Sea P, el operador proyeccion espectral de A en el intervalo [0,4), 1 > 0. Suponga que existe
una barrera espectral A para (2) tal que

(1) 1> 2,
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(2) dim(P,H) = m.
(3) A, es el mayor valor propiode Aen P ;H.
Considere la variedad M, , definida por:
M, =S{t)P,H , t=0
Evidentemente S(t): H = D(A) es continua para todo t > 0, siendo P ;H c H, vemos que
S(t)P ,H c D(A) = M, cD(4)

Proposicion 2. Si t > t, = 0. Entonces se tiene:

1 2
Az(u — v)| <AMu—-v]?,VYu,v € M,

a)
b) La aplicacion Q;: P ;H — D(A) definida por Q;(P ;u) = (I — P ;)u , es continua con
rangoen D(A) N (I — P 3)H

c) SeaD; = P ,S(t)Bf , B, = {u€ P,;H/ ||lul| <r}. Entonces

DDy ¥y Qi(w) =Q,(w), u € Dy,

d) Siu & Dy, entonces
|Qt(u) — Q¢ (u)l < 2reFh
donde
B =21%%—-1%) >0
3. Existencia de Variedades inerciales

Analizaremos la ecuacion diferencial parcial:

u+Au+Fu)=0 (1)

Donde A es un operador positivo no acotado autoadjunto y disipativo en un espacio de Sobolev
con peso H, F es el término no lineal con la propiedad de Lipschitz local en el dominio D(4) c
H, se demostrara la existencia de una variedad inercial para la ecuacion (1). Como dado
anteriormente P, el operador proyeccion espectral para A en el intervalo [0,4), 4 > 0. Suponga
que existe una barrera espectral A para (1) tal que 1 > Ay, PyH es de dimension finita.

Sea m = dim (P;H), A,, = el mayor autovalorde A en P;H.

Y considere la funcion

Q:(Pauw) = (I —Pyu, u€ M, (2)
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Donde:

M, = S(t)P;H la cual es una funcion continua para Py H en D (A) con rango en el dominio de A,
ie, D(A)n (I — Py)H.

Consecuentemente se define Q(u) = tll_)rg Q;(u) para ue P;H y se verifica

|Q(w) — Qc(w)| < 2rexp (—p¢) 3)

Paratodou € PyH,t = 0.

Lema 2

Ai(u+Qw) - v — Q) 2 < Au+Qw-v-QwI*
Paratodo u,v € P;H.

Demostracion:

Aplicando la proposicion 2 (a) , pasando al limite se consigue (4).
Lema3

Existe r; > 0 tal que

1
A28 (to)uo| < 7 . para algin to € [0, 207"]

Demostracion:

Siendo u; + Au+F(uw) =0 .,y

2(1-a)

(F(uy) — F(uz),uy —uz) = =45 (uy — u2)|2a A%(u1 —Uy)

Para u(t) = S(t)u, se obtiene usando las técnicas multiplicativas:

2

1d 1 _
~— [ul? + |A2u| < A%[uf2e|AY2u[* T 4 F0)|[ul
2du
1 .2
< alglul? + (1 — a) |Azu| + |F(0)||ul
Por lo tanto
At 5 1 2
Ao j |AY2u|" dt = |A2S(te)ug| <17
0

para algin t; € [0, /'10_1] , con

1 1
2 = (£+ 1) Aor? +=|F(0)|r.
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Lo que se queria demostrar.
Por otro lado, siendo Q(v) = 0 para |v| = r, deducimos por (4) que el rango de Q esta incluido
en D(AY?).
Definimos Gr(Q) como el grafico de Q, esto es,
Gr(Q) = {u+ Qw):u € PyH} 5)

Es claro que Gr(Q) es una variedad de dimension m. La desigualdad (4) puede ser escrito como

2

1
AzZ(uy —uy)| < Auy —upl? (6)

Para uq,u, € Gr(Q). A continuacion se demuestra que Gr(Q) es una variedad inercial para (1)
Teorema 11
Sea A una barrera espectral para (1) tal que A > 4, , PyH es de dimension finita. Entonces, la
funcion Gr(Q) definido por (5) satisface las siguientes propiedades:
1) S(t)Gr(Q) = Gr(Q) , para todo t > 0;
2) Para todo ug, tal que |uy| < r, la distancia d (S(t)u,, Gr(Q)) satisface la desigualdad
d(S(Ouo, Gr(Q) < R exp (=Bt = 251) (7)
Para todo t > A5 y alguna constante R > 0.
DISCUSION
Dada la bola cerrada By = {u / |u| < r}, suponga que F(u) = 0 para todo u € B, entonces la
ecuacion (1) es lineal en el complemento de la bola By.
Por lo tanto para todo conjunto acotado B en H, existe un t, = t,(B) tal que

S(t)B € By c D(A)

Del Teorema 1, se tiene que
d(S(®)uo,Gr(Q)) < Fexp (—ﬁ(t - /10_1)) , t>2""

Luego, por definicion de supremo existe d(S (t — to)ug, Gr(Q)) ,parag >0
Sueg d(S(t)uO, Gr(Q)) —e< d(S(t — tO)uO,Gr(Q)) <cexp (—ﬁ(t —ty — /10_1))
Uo

Haciendo € — 0, resulta
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3116% d(S(®)uo,Gr(Q)) < cexp (—ﬁ(t —ty — /10_1))

Esto es, la variedad Gr(Q) atrae todas las trayectorias u = S(t)u, exponencialmente.
Gr(Q) es una variedad Lipschitziana
En efecto, seanuy = u+ Q(u) , u, = v+ Q(v) en Gr(Q). Haciendow =u —v

w=0Q(u) — Q(v),resultando w + W = u; — u,,.

Luego,
1 2
AZ(uy —up)| < Aug — up|?
1 2
AZ(w+W)| < Aw + w|?
Ams1 € 0(4) es una barrera espectral para ) , esto
1 2
AZ(w + W) = Apprlw + W|?
De donde,
A1 W% < Apiq W12 + Ay g [W]? < Aw|? + 2|02
Equivalentemente
Ame1=DIW[? < Aw|?
consecuentemente

Q) —QW)|* < 11

Asi, Q es Lipschitziana.
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